MP1 / MP2 DL 18 - Corrigé 2024 — 2025

Partie | - Matrice jacobienne symétrique, antisymétrique

1) Soit k € [1,n], la fonction f est de classe 2 donc d’apres le théoreme de Schwarz, pour tout i et j
dans [1,n] et tout = de R,

e Oy
N 83:1695] N 81'J8$Z

figr(x) = fiik(T).

2) a) On suppose que pour tout  de R"™, la matrice jacobienne Jy(x) est antisymétrique, en particulier

pour tout j et k dans [1,n], % = —%

821?]' - 81’k
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b) Soit 7, et k dans [1,n], en utilisant alternativement les deux relations ci-dessus,

. En dérivant cette égalité par rapport a la variable z;

on obtient que

figk = =fikj = —Ihij = Trgi = Firi = = Jiik = —fijk-

De ce fait | f; j = —fijr et donc f; ;. = 0. ‘1

o [0
¢) On vient de voir que pour tout j et k dans [1,n], on a pour tout ¢ dans [1,n], 3 (afk> =0.
€Ty $j

0
Cela signifie que la fonction ﬁ a toutes ses dérivées partielles nulles (et donc sa différentielle
Lj
0
nulle). De ce fait, comme R™ est connexe par arc, la fonction a—fk est constante sur R”. Cela
T

signifie que la matrice jacobienne J; est constante sur R™ (et antisymétrique). Notons A € o7,(R)
cette matrice.

Posons maintenant, g : R” — R™ la fonction définie par x — f(x) — Ax. La fonction g est de classe
%! et sa matrice jacobienne en x vaut Jy(z) — A = A — A = 0. La fonction g est donc constante
(par le méme argument que ci-dessus) et done, en posant b = g(0), on a bien

frx— Ax+0.

d) Soit f de classe 2. On vient de voir que si pour tout = de R”, la matrice jacobienne .J ¢(x) était
antisymétrique alors f était de la forme f: x +— Az + b avec A € o7, (R) et b € R™.
Réciproquement, soit A € o7, (R) et b € R™, d’apres [.A, la fonction f : x — Az + b et sa matrice
jacobienne en tout point x € R™ vaut A et appartient donc a o7, (R).

3) Soit f une fonction de classe €' de R™ dans R™, on veut montrer que la matrice jacobienne J¢(z) est
symétrique pour tout z de R” si et seulement s’il existe une fonction ¢ : R® — R de classe €2 telle
que pour tout i € [1,n], fi = Dig.

— On suppose qu’il existe une fonction g : R® — R de classe ¢ telle que pour tout i € [1,n],
fi = D;g. D’apres le théoréme de Schwarz (la fonction g est de classe 62), pour tout 4,j dans

[1,7],
ofi _ 0 (09g\ _ 0%g B 0%g _ 0 (0g\ _9f
al‘j N 8.7}]' 8.1‘1 N 69338:61 N Gm,&nl N 03% 8l’j B axl

De ce fait, la matrice jacobienne est symétrique.

1. On peut aussi voir ce résultat a ’aide de permutations. En effet si on note o = (1,2) et 7 = (2, 3). L’action de o ne change
pas le signe et I’action de T revient & multiplier par —1. Maintenant, o7 est le cycle v = (1,2, 3). De ce fait, (o7)® = v® = id
mais P’action de v (et donc de v*) revient & multiplier par —1.
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— On suppose maintenant que pour tout z de R", la matrice jacobienne J¢(x) est symétrique,

of  Of:
c’est-a-dire que pour i et j dans [1,n] alors Ji = 1 .
ij a{L‘Z
On pose alors (comme suggéré),
g: R* — R™

n 1
i i(te)d
xr ;x/of(t:v)t

Vérifions que pour tout j € [1,n], Djg = f;.
1
Commencons par étudier juste la fonction ¢; : x — / fi(tz)dt. On cherche a calculer sa dérivée

0
partielle selon x; en & = (x1,...,2,) : Djpi(x). Pour cela on dérive (en 0) la fonction

1
a|—>cpi(x—i—o¢ej):/ fitzy, ... tej+ta,. .. t,)dt
0

On peut appliquer le théoreme de dérivation des intégrales a parametres.

— 1) Pour tout a € R, la fonction t — f;(tx1,...,tx; +to, ..., t,) est continue sur [0, 1].
— 143) Pour tout a € R, la fonction t — f;(tz1,...,tx; +ta,. .., t,) est intégrable sur [0, 1].
— 1) Pour tout t € [0, 1], la fonction a — fi(tx1,...,txj +ta,. .., t,) est dérivable sur R et sa

dérivée est
a tDjfi(t.%'l, sty + o ytn)

— iw-a) Pour tout o € R, la fonction ¢t — tD; fi(tx1, ..., txj + ta, ..., t,) est continue sur [0, 1]

— iv-) Pour tout t € [0, 1], la fonction o — tD; f;(tx1,. .. tx; +to, ..., t,) est continue sur R

— 4w-y) Hypothese de domination locale : Soit [a,b] un segment de R, la fonction (¢,a) —
tD; fi(tx1,. .. to; +ta,. .., ty) est continue sur [0, 1] x [a, b] qui est un segment. Elle est donc
bornée. On peut donc poser une fonction ¢ constante.

D’apres le théoreme de dérivation des intégrales a parametres, o — @;(x + ae;) est dérivable en

0 et on a donc

1
i) = [ tDifi(to).
0
On en déduit finalement que

n 1 1
Djg(x) :Za:i/o tDjfi(tx)dt—l-/O fj(tx)dt.
=1

Le dernier terme vient de la dérivation de x;.
Maintenant,

Dig(z) = zn: -/ltp-f.(t )dt+/1fz(t )t
ig(x) = izlxlo i fitx ; i(tx
1 n 1
= /0 t <; l’zD]fZ(tl')> dt+/0 fj(tl’)dt
1 n 1
= / t (Z z;iD; f; (t:v)) dt —l—/ fj(tx)dt car J; symétrique
0 i1 0
1 1
= / t(tr—>fj(tm))/dt—|—/ fi(tx)dt
0 0

1 1
= [tf; (tx)](l) - / f(te)dt + / fj(tz)dt par intégration par parties
0 0
= fi(x)
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On a obtenue I’égalité voulue 2.
Partie Il - Matrice jacobienne orthogonale
4) a) Soit i, et k dans [1,n]3.
— Comme f est de classe €2, pour tout p €]1,n], fp est classe €? et donc, d’apres le lemme de
& .  Ph
Ox 0z, N O0x0x;

Schwarz, . On en déduit que

Zafp 7 fy _Zafp Pl _

QG ik = . = . = Q4 ;-
b - awi al’jal’k - axi axkal’j i

— On utilise maintenant que pour tout x de R", la matrice jacobienne Jy(x) est orthogonale. De
ce fait le coefficient ligne i et colonne k du produit *J¢(z)Js(z) = I, est

8fp (9fp .
3~ 2.2 o) =5,

cela vaut 1 si ¢ = j et 0 sinon. En partlcuher, cela ne dépend pas de z. De ce fait en dérivant
cette relation par rapport a x; on obtient :

- Ofp Ofp\ _ ~ &*f, 9fy ofy fy _
z::&v] (8;1?1-'0361.C =0 = pzlﬁxjaxi'axk pz:&m 8xk8xj_0

= itk =0

On en déduit bien que o ; = —ji = =0 j-
b) On en déduit que pour tout 4, et k dans [1,n]3, a; jx = 0 en procédant comme en 2.b).

0
c¢) Soit k € [1,n]. Soit z € R™. On considere la matrice jacobienne en x de la fonction 9f que nous

oxy,
noterons Jy(z). Le coefficient ligne i et colonne j de la matrice *Jy(z)Jf(x) est
Pl () Of
in(x) =0.
6$18mk 8:(:]( *) = ain(@)

On a donc " Jy,(z)J(z) = 0 ce qui implique que *Ji(x) est nulle car J¢(x) est inversible car orthogo-

o [0
nale. Finalement, Ji(z) est nulle ce qui signifie que pour tout i et p dans [1,n], . <afp> =
T €T;

On peut alors conclure comme en 2.c) a la différence que cette fois A est orthogonale et pas
antisymétrique.

5) Une fonction f de classe €2 de R™ dans lui-méme, elle vérifie la condition () si et seulement si f
était de la forme f : z +— Az + b avec A orthogonale et b € R™. Le sens direct est démontré a la
question 4) et le sens inverse se démontre comme en ci-dessus.

6) On procede par double implication.

— On suppose que f vérifie &2. De ce fait, on a f : x — Az + b avec A orthogonale et b € R™.
Soit g une fonction de classe 42 de R™ dans R on a pour tout x € R™ et tout i € [1,n],

(g o "9 of;
090 w) - > U gt

Si bien qu’en redérivant par rapport a x; on obtlent,

Pgof), . [~ 9% Ofp, \Of g f;
W(m) = ]Z:; 2 Gy, (f(z)). ax’;(ﬂf)ax‘i (50)+%j(f(l’)) ax]( )
N ofp, \0f
N ]z; &Up@a:j z))- &U]:( )8;1( 7)

2. On vient de démontrer le résultat classique en physique qui affirme qu'un champ de vecteurs de rotationnel nul dérive
d’un potentiel scalaire
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0% f;
On a en effet vu que sous la condition &, les fonctions 3 J;j étaient nulles. On en déduit la valeur
i

du laplacien de g o f,

of, af o~ 0% of, Gf
gOf—ZZ Zaxpaxj )axp( aq;z jzlp 18a:p8:c] (Z 8:1: f)acjZ ))'

i=1 j=1 \p=1

On reconnait que le terme dans la parenthese est le produit scalaire des lignes j et p de la matrice
jacobienne A de f qui est supposée orthogonale. Ce terme est nul si j # p et vaut 1 si j = p. On
en déduit alors

Bgof = Zaxjax] 7)) =Ag0f,

On suppose maintenant que pour toute fonction g de classe €2 de R™ dans R, on a Agoy =
Ay o f. On veut montrer que f vérifie .
En particulier si on applique cela a la fonction g :  — x;, on obtient, en reprenant le calcul
précédent que
Agoy = Ay

Mais comme dans ce cas, Ay est nulle, on obtient que Ay, = 0.
Maintenant pour (jo,po) € [1,7]?, on considere la fonction g : = — 2y,
Commencons par étudier le cas ol j # p, en reprenant le calcul ci-dessus et en utilisant que

0%g
81‘j8$]’

= 0;jo0p,p, OU 0 est le symbole de Kronecker, on obtient que

9fjo Ofpo
Bgof = Z ox; 0x;
Comme de plus, dans ce cas, Ay, = 0 on obtient que le produit scalaire de deux lignes distinctes
de la matrice jacobienne de f fait 0.
On fait alors de méme pour jy = pg, dans ce cas, Ay = 1 et donc on obtient bien que la matrice
jacobienne de f est orthogonale. La propriété & est vérifiée.
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