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Pour z réel, on pose p(z) = /
0

1. a)

Exercice |

e—xt

dt.
141

—xt

Notons f : (z,t) = G7-
Soit « € R. La fonction f(z,.) est continue sur [0, +o0.

Si x > 0 alors f(z,.) est intégrable au voisinage de +o0o car f(x,t) = 000(e™™) et t > e~
est intégrable au voisinage de +o0.

Donc f(z,.) est intégrable sur |0, +oo.

Siz < 0alors 1 = 0 oo(f(2,t)) donc f(z,.) n'est pas intégrable au voisinage de +o0o car ¢ —
ne l'est pas. Comme f(z,.) est positive, elle n’est pas non plus semi-intégrable sur [0, +oo[ (son
intégrale diverge).

L’enemble de définition I de ¢ est donc |]0, +00]|.

Pour tout ¢t > 0 la fonction f(.,t) est de classe ¢! sur ]0, +o0] et

V(z,t) €]0, 00[x[0, 0], %(x,t) = 1_—_'16_“

xt

Pour tout x > 0 la fonction f(x,.) est continue (donc cpm) et intégrable sur [0, co.
Pour tout z > 0 la fonction %2 (z,.) est continue (donc cpm) sur [0, ool.

oz
Enfin pour tout @ > 0 on a

ot
14t

of

V(x,t) € [a,00[x[0, 0], ’% e L e = h(t)

(.0

et la fonction v est intégrable sur [0, ool.

On en déduit que | ¢ est de classe €' sur ]0, +0o[ | car elle 'est au voisinage de tout point de

cet intervalle. De plus

< —t
Ve >0, ¢(z)= / ——e dt
o 1+t

Soient z,y des réels tels que 0 < z < .
Alors pour tout ¢t >0, e > e ¥ donc —te ™ < =Le ¥ cart>0et 1+t >0.

1+ N T
Par croissance de I'intégration on a ¢'(z) < ¢'(y).

Ainsi | ¢ est croissante donc ¢ est convexe sur l'intervalle ]0, ool |.

Pour tout £ > 0 on a :

/ OO_(t—i_l)_'_l—t 1
©'(x) /0 7 ¢ $+90($)

Comme x — % est de classe € sur |0, 00, une récurrence immédiate montre que ¢ est

, donc qu’elle est de classe €.

’de classe €" pour tout naturel n

Pour tout « > 0,
0<plr) <e™=—

donc par limite par encadrement, | ¢ a pour limite 0 en +o00 ‘ (on pouvait aussi utiliser le théoreme

de convergence dominée).

On en déduit a 'aide de 1’équation différentielle précédente que ‘gp’ a pour limite —0+0 =10
en +oo.
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d) Pour tout i € N* et tout x > 0, en dérivant 7 fois I'’équation différentielle

dix~t

dxt

P (x) = +e0(@) = =(=1)... (=27 " + ¢V(2) =

Ainsi pour tout k& € N* et tout réel x > 0,

(_1)2’—}—12'!
it

on obtient :

+ ¥ (x)

On en déduit que’quand T — 00 ‘on ap(x)—e®(z) — Zf;ol 0 = 0donc

e®(r) - 0-0=0]|

3. a) Soit x > 0. Comme ¢ — —%e*xt et £ — %H sont de classe ¢
parties :
1 1 1% <1 -1
%0<x) — | = —xt__ — _/ _— -zt dt
r 1+t|,_, Jo =z  (1+1)?
sous réserve de convergence du “crochet”.
Or —%e‘wtﬁt — 0 quand ¢ — +00. Donc
1 1 400 efxt
=—-—— dt
#() x /0 (1+1)?
b) Pour tout x > 0 on a
+o00 efzt +o0 1
0< / 5 dt < / et = —
o (1+7) 0 T
+oo e—a:t
donc par limite par encadrement lim ———=dt =0
e—too Jo o (L +1)2

On en déduit que

1 1
— 4+ 0 500(1/7) ~ — quand = — o0
T x

p()

¢) En intégrant deux fois par parties il vient pour tout = > 0 :

(z) 1 1/1 1/°° 2e &

r) = ———|(—-——~— —

4 r x\z xJf, (1+1)3
1112 1/°° 6
o 22 22 \z 2 ), (14t

1 1 2 5

par le méme raisonnement qu’a la question précédente.

4. Soit x >0
Par le changement de variable u =1+4¢, t =u — 1, dt = du il vient :

(oo}
du = ez/ e
1

—z(u—1)

du

u

e

u
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on obtient par intégration par



1.

puis par le changement de variable ¢t = zu, % = d(Inu) = d(Int) = %

o dt
= [t

Comme t — e~ '/t est c.p.m., comme e/t ~ % quand ¢t — 0 et comme ¢ — 1/t est c.p.m., positive
et non intégrable sur ]0, 1] on a par intégration des relations de comparaison

16715 11
/TdtN/ ;dtquandx—>0

Ainsi f; eTftdt = —In(x) + 0,0(Inx).

D'ou [ ?dt = —In(z) 4+ 0,0(Inz) + [ et;tdt = —In(x) + 0,0(lnx) car In(x) - —oo quand
x — 0 donc toute constante (finie) est négligeable devant In en 0.

Par conséquent | p(z) ~ 1.(—Inz) = —Inx quand = — 0|,

5 4

44

Exercice Il

Soit x € [a, b].

Pour tout ¢ € [c,d], I'application f(.,¢) est continue par morceaux car continue sur [a,z| comme
composée des applications continues f et u — (u,t) (affine, et R? est de dimension finie).

Pour tout u € [a, z], Papplication f(u,.) est continue sur [c,d] (méme argument).

La fonction f étant continue sur [a,b] X [c,d] qui est compact comme produit de deux compacts.
Elle est donc bornée.

Pour tout (u,t) € [a,z] X [¢,d], |f(u,t)] < || f]lco-
La fonction constante (donc continue) u +— || f||o est intégrable sur le segment [a, x].
Ainsi, par le théoreme de continuité des intégrales a parametre,

la fonction t — p(x,t) = [ f(u,t)du est définie est continue sur [c, d].
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d
On pose alors, pour tout x € [a,b] : P(z) = / o(x,t)dt.

2. Pour tout t € [¢,d], Papplication ¢(.,t) est de classe € sur [a, b] par le théoreme fondamental de
I'analyse et car f(.,t) est continue. De plus

Y(x,t) € [a,b] X [c,d] g—i(x,t) = f(x,1)

Soit x € [a,b], la fonction ¢(x,.) est continue sur [c,d]| par la question précédente, donc est
intégrable sur ce segment. De plus la fonction g—f(.,t) = f(.,t) est continue donc continue par
morceaux sur ¢, d.

Enfin pour tout (x,t) € [a,b] X [c,d],

’ ¢

20| = (o) < 1

et la fonction constante t — || f||o est intégrable sur le segment |c, d].

Donc par le théoreme de dérivation des intégrales a parametre, |9 est de classe € sur [a, b] | et

vz € [a, 1] w’(x):/ g—i(x,t)dt:/ o, )t

3. Par le théoreme fondamental de I’analyse, pour tout x € [a, b],

() = d(a) + / " (w)du

/j (/cdf(u,t)dt) du:/cd (/azf(mt)du) 0

4. Appliquant le résultat précédent a ’x = b\ ’ on en déduit le théoreme de Fubini \

c’est-a-dire
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