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1) Soient a,b, T trois réels strictement positifs.

t
a) Soit ¢ définie sur [0, 7] par ¢ : t — e~ <a +b / f(s) ds). Elle est dérivable et, pour tout
0
t€[0,T],

o (t) = —be <a+ b/otf(s) ds) + f(t)be " = be (f(t) —a— b/otf(s) ds) <0

La fonction ¢ est décroissante donc, pour tout ¢ € [0, T], p(t) < ¢(0) =

Finalement,

t
f(t) < a+b/ f(s)ds < ae
0

b) La fonction X étant de classe €, par le théoréme fondamental de 'analyse et I'inégalité
triangulaire, pour tout ¢ € [0, 7],

IXOI < IXO)+I1X() - X0
- HX(O)H+H [ xas

< IXOI+ [ Xl
< IXOI+ [ XD ds
¢) Pour ¢ € [0, 7],
X1 < 1XO+at+ [ HXEds < A+b [ 1X(6)1ds

ou A = ||X(0)|| + aT. En utilisant la question (a) pour la fonction ¢ — || X (¢)||, on obtient
que
IX @) < (IX(0)]] + aT)e”

On peut considérer alors Y définie sur [0,7] par Y : ¢t — X (—t). Pour ¢t € [0,T],
V@Ol = I = X' (=t)l| = IX"(=D)]| < a+d|X(=t)] =a+d[Y(t)]
On applique ce qui précede a Y. Comme [|Y (0)|| = || X (0)||, on obtient que pour ¢ € [T, 0],
IX@ = 1Y (=)l < (IXO)] +aT)e™ = (|X(0)|| + aT)e
R? — R

NG 4finit Papplicati :
On note X\ (t) = ( 2 (1) ) et on définit 'application ® : Out) o X ()

2) Par définition x est de classe 62 donc X est de classe ¢’'. De plus pour t € R,

/ _ ) (t) _
) = < p()2a(1) - Aza(t) ) = AOX0)

ou

Ax) = < p(t)o_ A\ (1) >

3) a) La fonction ¢ : (t,\) = [[Ax(t)||lop est continue. Comme [—R, R]? est un compact (comme
produit de compacts), la fonction ¢ est bornée sur [~ R, R]?. On en déduit que c est bien
défini.



b)

Soit A € [-R, R|. Pour t € [-R, R], comme || - ||op est une norme d’opérateur,
15O = [IAXOXAB < [AxOllop XA < XA
En utilisant alors 1.(c) avec a =0 et b = ¢,

Vvt € [=R,R], |IXa@0)] < [XA(0)]je = et

La derniere égalité vient du fait que X (0) = < 0 )

1
D’aprés la question précédente, pour tout u € [~ R, R], || X(u)|| < e®.
Soit (s,t,\) € [-R,R]?. Sit > s,
t
0 -061 = | [ K
S
t
= ‘ / Ax(u) X (u) du
tS
< [ 1@y X)) d
t
< c/ eF du = ceF|t — 5|

Le calcul est similaire si ¢t < s.
Soit (¢, A\, ) € [ R, R]3.

XA\(t) = X, (1) = AN Xa(t) — Au() Xu(t) = Ar@) (XA(E) — Xu(t)) + (AN(t) — Au(8) X0 (t)

Or

40 - A0l = (25 0 )] =1

On en déduit en utilisant la question précédente que

op

18 = X)) < el (Xa = X))l + A — ple
On peut encore appliquer 1.(c) avec a = |A — plef et b = c. Comme (X — X,)(0)|| =0,
X0 (1) = Xu()]] < (0 + [A = plePR)e M < X — p Re*F

Soit (Ao, o) € R2. Notons R = 1+ max (|Ag|, |to]). Soit (\,t) € R? tel que | — \g| < 1et
[t —to] < 1 alors (\,t) et (Ao, to) appartiennent & [—R, R]2. En appliquant ce qui précede,

[@(A 1) — 2(No, to)| [2(A 1) — @A, to)l| + |P(A, t0) — P( o, to) |

ce“Blt —to| + Re*F|\ — A

NN

Donc lim  ®(\ t) = §(Ng,tp). La fonction & est continue.
(A,t)—)()\o,to)

5) OnnoteBA:< 0 1>.

-2 0

Posons

2t e (1[0 (g ) = [(1) = L™ (oo ) ]



En dérivant

Z'(0) = BrZ(B)+ e < s ) = B2 (t”( sthon) ) = B2 “”( i) 0 ) Xa(0)

Comme X (t) = BaX\(t) + (Ax(t) — By)Xa(t), (Z — X,)'(t) = BA(Z — X)\)(t). Comme de plus
(Z — X»)(0) =0, la fonction Z — X est I'unique solution du probleme de Cauchy,

H' = B\H
(PC) { H'(0)=0
On en déduit que Z — X est la fonction nulle et donc que X, = Z.
6) On suppose dans cette question que A > 0.
a) On voit que B; = —Al3. On en déduit que pour t € R,

= PtQP L (= \)peett sin(v/\t)
—tBy) ~ N __By= M) + —""B
(-1 = 3 S it 3 Gy B = oty 4 2,

En remplagant dans la formule ci-dessus et en considérant la premiere ligne on obtient

sin(v/\t) I

VieR, z\(t) = + —
)\() \/X \/X 0

sin(VA(t — s))p(s)xx(s) ds.

b) On en déduit que pour t € Ry,

A (t)] < %+”§”§° /0 aa(s)] ds

On utilise encore 1) avec a = \F et b= HI\’JS" pour obtenir que

llpllco 4
e VX

1
Vie Ry, |za(t)] < —
b <

Le calcul est similaire si ¢t < 0.



