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Notations
Dans ce problème, 𝑁 désigne un entier naturel non nul.
On identifie R𝑁 à l’espace vectoriel des matrices colonnes réelles M𝑁,1(R). On note ∥ · ∥ la norme infinie sur
R𝑁 . Si 𝑋 = (𝑥𝑖)1⩽𝑖⩽𝑁 ∈ R𝑁 ,

∥𝑋 ∥ = max
1⩽𝑖⩽𝑁

|𝑥𝑖 |

On note ∥ · ∥op la norme d’opérateur sur M𝑁 (R) associée à la norme ∥ · ∥ sur R𝑁 . On rappelle que pour
𝐴 ∈ M𝑁 (R)

∥𝐴∥op = sup
𝑋∈R𝑁 \{0}

∥𝐴𝑋 ∥
∥𝑋 ∥

On fixe dans toute la suite du sujet 𝑝 ∈ C 0(R,R). Pour tout réel 𝜆, on note 𝑥𝜆 ∈ C 2(R) l’unique solution de

(E𝜆)
{
𝑥′′
𝜆
(𝑡) − (𝑝 (𝑡) − 𝜆)𝑥𝜆 (𝑡) = 0 pour tout 𝑡 ∈ R,

𝑥𝜆 (0) = 0, 𝑥′
𝜆
(0) = 1.

1. Soient 𝑎,𝑏,𝑇 trois réels strictement positifs.

(a) On considère une fonction 𝑓 : [0,𝑇 ] → R continue telle que

∀𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑓 (𝑡) ⩽ 𝑎 + 𝑏
∫ 𝑡

0
𝑓 (𝑠) d𝑠

Montrer que pour tout 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑓 (𝑡) ⩽ 𝑎𝑒𝑏𝑡 .

On pourra étudier les variations de la fonction définie par 𝑡 ↦→ 𝜑 (𝑡) = 𝑒−𝑡𝑏
(
𝑎 + 𝑏

∫ 𝑡

0
𝑓 (𝑠) d𝑠

)
.

On considère une fonction 𝑋 : [−𝑇,𝑇 ] → M𝑁,1(R) de classe C 1 telle que

∀𝑡 ∈ [−𝑇,𝑇 ], ∥𝑋 ′(𝑡)∥ ⩽ 𝑎 + 𝑏∥𝑋 (𝑡)∥

(b) Montrer que pour tout 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], ∥𝑋 (𝑡)∥ ⩽ ∥𝑋 (0)∥ +
∫ 𝑡

0
(𝑎 + 𝑏∥𝑋 (𝑠)∥) d𝑠 .

(c) En déduire que pour tout 𝑡 ∈ [−𝑇,𝑇 ], ∥𝑋 (𝑡)∥ ⩽ (∥𝑋 (0)∥ + 𝑎𝑇 )𝑒𝑏 |𝑡 | .
On commencera par montrer la relation sur [0,𝑇 ].

On note 𝑋𝜆 (𝑡) =
(
𝑥𝜆 (𝑡)
𝑥′
𝜆
(𝑡)

)
et on définit l’application Φ :

R2 → R2

(𝜆, 𝑡) ↦→ 𝑋𝜆 (𝑡)
.

2. Montrer que 𝑋𝜆 est de classe C 1 sur R et que pour tout 𝑡 ∈ R, 𝑋 ′
𝜆
(𝑡) = 𝐴𝜆 (𝑡)𝑋𝜆 (𝑡) où 𝐴𝜆 (𝑡) est une

matrice de M2(R) que l’on précisera.

Dans les question 3, 4 et 5, on se donne 𝑅 > 0 et on note

𝑐 = sup
{
∥𝐴𝜆 (𝑡)∥op | (𝑡, 𝜆) ∈ [−𝑅, 𝑅]2

}
.

3. (a) Justifier que 𝑐 est bien défini.
(b) Montrer que

∀𝑡 ∈ [−𝑅, 𝑅], ∥𝑋𝜆 (𝑡)∥ ⩽ 𝑒𝑐 |𝑡 | .

On pourra utiliser la question 1)
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4. (a) Soit (𝑠, 𝑡, 𝜆) ∈ [−𝑅, 𝑅]3. Montrer que

∥𝑋𝜆 (𝑡) − 𝑋𝜆 (𝑠)∥ ⩽ 𝑐𝑒𝑐𝑅 |𝑡 − 𝑠 |.

(b) Soit (𝑡, 𝜆, 𝜇) ∈ [−𝑅, 𝑅]3. Montrer que

𝑋𝜆 (𝑡) − 𝑋𝜇 (𝑡)


 ⩽ 𝑅𝑒2𝑐𝑅 |𝜆 − 𝜇 |.

(c) Conclure que Φ est continue sur R2.

5. On note 𝐵𝜆 =
(

0 1
−𝜆 0

)
. Montrer que pour tout 𝑡 ∈ R,

𝑋𝜆 (𝑡) = 𝑒𝑡𝐵𝜆
(
0
1

)
+
∫ 𝑡

0
𝑒 (𝑡−𝑠)𝐵𝜆

(
0

𝑝 (𝑠)𝑥𝜆 (𝑠)

)
d𝑠 .

6. On suppose dans cette question que 𝜆 > 0.

(a) Montrer que

∀𝑡 ∈ R, 𝑥𝜆 (𝑡) =
sin(

√
𝜆𝑡)

√
𝜆

+ 1
√
𝜆

∫ 𝑡

0
sin(

√
𝜆(𝑡 − 𝑠))𝑝 (𝑠)𝑥𝜆 (𝑠)𝑑𝑠.

(b) En déduire que si 𝑝 est bornée

∀𝑡 ∈ R, |𝑥𝜆 (𝑡) | ⩽
1
√
𝜆
𝑒

∥𝑝 ∥∞√
𝜆

|𝑡 |
.
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