MP1 / MP2 DS 8 - Corrigé 2024 — 2025

)

A - Prolongement harmonique

La partie T = {z € C; |z| = 1} est un compact de C. En effet, pour z € T, |z| < 1 donc T est
borné. De plus N : z + |z| est continue donc T'= N~1({1}) est fermé comme image réciproque d'un
fermé par une application continue. Comme C est un espace vectoriel de dimension finie, T est bien
compact.

La fonction f est supposée continue sur 7. Elle est donc bornée d’apres le théoreme des bornes
atteintes. Notons ||f||s la norme infinie de f.

Pour n € Z,

1 " 7 —in 1 i 7 1 "
ool = g || st arl < o [Tt < o [t = 171

2 J_, 27

Pour z € D et n € N, |en2"| < || fllool2[" et |c-nZ"| < [|flool2["

Or la série géométrique Y || f]loo|z|™ de raison |z| < 1 est convergente donc, par comparaison, les séries

Y epz™ et > c_pz" sont absolument convergentes donc convergentes.
n=1 n=1

Finalement, ’ la fonction gy est bien définie sur D tout entier. ‘

Soit (xo;y0) € ]_~)~, montrons que S admet une dérivée partielle par rapport & z en (zo;yo) autrement
dit que s : z — S(z;yo) est bien définie au voisinage de xy et qu’elle est dérivable en x.

On sait que S est définie sur D = {(z,y) € R? | 22+ 42 < 1. En particulier, pour yo fixé, s est définie

sur I =] — \/1 — y%, \/1 — yg[ qui est un voisinage de xg.

Considérons la suite de fonctions définies par f, : © € I — an(z + iyo)” pour tout n € N. Par
+oo

définition, la série > f,, converge simplement vers s sur I autrement dit s = > f,, sur I. Vérifions les
n=0

hypotheses du théoréeme de dérivation terme & terme :

e Pour tout n € N, f, est de classe € sur I par composition. De plus, f/(x) = na,(z + iyo)" !
pour tout x de I.

e La série ) f, converge simplement sur I vers s.

e Montrons que la série des dérivées Y. f/ converge normalement donc uniformément sur tout
segment [—a, o] inclus dans I. Soit o < y/1 — 43, on pose p = \/a? 4+ y3 < 1.
Pour tout n de N* :

n—1
Vo € [~asal, |f(@)] = nlanllz +iyol" ! < nlan|y/a? + 45 < nfanfp"

n—1

On en déduit que || f}]loo,[—a,a] < Planlp
On sait que la série entiere " na,z" ! a le méme rayon de convergence que la série entiere
> an2". Tlest donc supérieur ou égal a 1. Comme p < 1, la série Y || f}, o [—a,qa] & termes positifs
converge (i.e. Y f! converge normalement sur [—q, a]) par comparaison a la série a termes positifs
S nlan|p™ ! convergente.

Le théoreme de dérivation de dérivation terme & terme assure donc que s est de classe € sur I donc

+oo
en xg et que s’ = Y fr.
n=0

Finalement, nous avons que S admet une dérivée partielle selon x en tout point de D

De plus
35 > . n—1 = . n o
a(u’ﬂo; o) = Y _nan(zo+iyo)" " =Y (n+ Dant1(zo + iyo) V(203 y0) € D
n=1 n=0
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Pour finir, soit u la somme sur D de la série entiere Y (n+ 1)a,+12™ de la variable complexe z; comme
D est est inclus dans 'ouvert de convergence de u (car c’est le méme que celui de ) a,2™), u est bien
définie et continue comme fonction de la variable z sur D. Ainsi

% = @ est continue comme fonction de deux variables sur D.

Soit (xo;y0) € D, montrons que S admet une dérivée partielle par rapport & y en (x0;yo) autrement
dit que w : x — S (x0;y) est bien définie au voisinage de yo et qu’elle est dérivable en yy. On travaille
cette fois sur I =] — /1 — a2, /1 — 22].

Les calculs sont sunllalres a ceux de la question précédente. On pose cette fois wy, : y — an(xo + iy)"
qui sont des fonctions de classe €1 de dérivées w!, : y — inan(xo + iy)™.

On montre de méme que la série Y w/], converge normalement donc uniformément sur tout segment
[~a,a] C I ce qui montre que w est de classe €.

Donc | S admet une dérivée partielle selon y en tout point de D | donnée par :

a8 =
@(1‘0; Yo) Zman o + 1yo)" Z n+ L)ant1(zo + iyo)" V(zo;90) € D

n=1

La continuité de g—*; est similaire & ce qui a été fait a la question précédente.

Soit la suite définie par d,, = (n 4 1)ap+1 pour tout n € N. La série entiere ) d,2" a méme rayon
de convergence que Y a,z", on peut appliquer la question précédente 2) et le premier point de cette
question & Y d,,z" ce qui permet de conclure que

- X oS
u: (zosy0) € D kz_odn(xo +iyo)" = afx(ﬂﬁo;yo)
est de classe €' sur D. On a méme
_ 02;57 [e’e] 2"’ o
V(zo;y0) € D, @(%;yo) = ;(” + 2)ani2(xo + 1yo)" et Byon (03 90) = i;(n + 2)any2(xo + iyo)"”
On en déduit par multiplication par ¢ que ng = gi est aussi de classe €' sur D et donc la fonction

’ S est de classe €2 sur D ‘, on a de plus trouvé : V(zo;yo) € D

925 > ., . 0%8 2025 925
@(ﬂfo;yo) = nz_:o(n + 2)an12(xo + iyo)" et Tyg(l’o;yo) =1 @(l’o;yo) = —W(l’o;yo)

Donc par somme ’ (AS)(z) = 0 pour tout z de D. ‘

On a vu & la question 1) que pour tout entier 7, |¢, ()| < ||f]loo €t [c—n ()] = lc—n(f)] < ||f]|oo- On en
déduit que les séries entieres ), -, ca(f)2" et Y, o c—n(f)z" ont un rayon de convergence supérieur
ou égal a 1.

On pose alors

o8] +oo
u:zr—>CQ+ZCn(f)z” et v: zHZc_n(f)z
n=1

n=1
De ce fait, pour tout z € D,
95(2) = u(2) + v(z)

D’apres la question 3), les fonctions u et v sont de classe €2 sur D (et de laplacien nul). Par somme

et composition et conjugaison, la fonction g; est de classe %2 sur D donc gy est €2 sur D |

Par linéarité et le fait que la conjugaison complexe commute a la dérivation on a alors

Vze D, Ags(z) =Au(z) +Av(z) =04+0=0
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5)

Soit z dans D, on commence par remarquer que

“+oo —+00

et +z  14ze i+ i+ " = " = y
= =(1+ze™ )z:(ze_Z "= Z(ze" )"+ z:(ze_Z =1+ QZ<Z€_Z )"
n=1 n=1

eit —z 1 — ze—it
n=0 n=0

ot on a utilisé la formule de la somme d’une série géométrique de raison ze™* avec |ze | = |2] < 1.

En utilisant alors que pour tout w € C, 2Re(w) = w + w, on obtient que

eit 4z +oo ' +oo '
P,(t) = 2Re < > =1+ Z(ze*lt)” + Z(Ee”)”
n=1 n=1

et — 2

D’autre part, par définition des ¢, et linéarité de I'intégrale, on a

400 1 +oo  p ‘ ‘
Z cn" = o Z - f(e“)e_mtz” dt
n=1 n=1

Les fonctions u,, : t € [—m; 7] > f(e)e~™ 2™ sont continues par composition et la série 3 u,, converge
uniformément car normalement sur le segment [—7; 7] : en effet pour tout ¢ de [—m; 7], on a |u,(t)| <
12| flloos donc [|un|loo < |2]™||f|lcc d’ot la convergence de la série a termes positifs > ||up||co par
comparaison a la série géométrique Y |z]"|| f||co convergente car de raion |z| < 1.

Ainsi, on peut intégrer terme a terme » u, sur [—m; 7|, ce qui donne

Z it = — f(e”)e_mtz”> dt
2 =

n=1 -

Pour les des raisons similaires, on obtient

+oo 1 +o0

n __ it\ int —
E c_pzZ" = o ( g f(e*)e™ z") dt
n=1 n=1

Ainsi par somme et par linéarité de I'intégrale, on obtient & I’aide des deux expressions précédentes,

™

—Tr

+o0 +oo
1 7" . . . .
— o /_ﬂ (1 +n§l:f(ezt)eznt2n +n§1:f(ezt)€—zntzn> dt

+oo +o0
_ i " ity int zn i " ity ,—int n
gf(z) = 1+ - (nz::lf(e )e'"'z ) dt + 5 /7r (nz::lf(e Je | dt

1 [7 it
= |— f(e™)P,(t)dt
2 / :
Pour tout n de N, on obtient pour tout k € Z,
1 (7 - 1 [ .
ck(pn) = 2/ pn(e”)e*kt dt = 2/ (=Rt g — Ok,n avec Jj p le symbole de Kronecker
T ) T .

De méme, on obtient

1 (7 ~ 1 [ .
Ck(Qn> — / qn(elt)e—kt dt — / e—z(n-‘rk)t dt — 5k7_n

27 J_, 2

On en déduit que gy, et g4, sont les fonctions définies sur D par ’ Gp, 2+ 2" et gq, 22" Par

abus on notera donc gy, = pn et gq, = qn.

1 ™
En particulier pour f = pg = 1, on obtient |1 = o P,(t)dt Vze D.
T

—Tr




PourteRet z € D,

it Re ((e +2) (e —z Re (1 —|z]2 —ettz 4+ ez 1— |z
Pt =re (575 (" 42) (1 -2) _Re(l-fsf—e'zte™s) | 1-

et — 2] et — 2] e — 2]

car €%z et e~z sont conjugués donc leurs parties réelles sont égales.

Comme |z| < 1, on a donc | P,(t) > 0|

Soit h € €(T). Pour z € D, en utilisant la question 5.b)

™

97 = an(2)| = 5 | [ st ptonae [

—T

h(e“>Pz<t>dt1 — o | [ - mEr.

En utilisant I'inégalité triangulaire et que P,(t) est un réel positif, on a alors

1

952) ~an(2) < 5 [ 1 =Pt

Or, pour t € [-m, 7], e € T donc |(f — h)(e®)] < ||f — || et finalement, en utilisant que

1 iy
/ P.(t)dt =1,
2 J_,

1

95 =) < 5 [ 17 = Blloo P8t < 117 = Bl

Comme de plus, pour z € T, |Gf(2) — Gp(2)| = |f(2) — h(2)| < ||f — h||sc, on a finalement que pour
tout 2z € D, |Gf(2) — Gp(2)| < ||f — h||o et donc

IG¢ = Ghlloo,0 < IIf = Dlloo

Soit (fn)nen une suite de € (T') qui converge uniformémént sur T vers f. Pour tout entier n,

1Gs, = Gllap < 1= flloo, —_0

On en déduit que (Gy,) converge uniformément vers Gy sur D.

On a vu & la question 6) que G, = pi et Gy, = g pour tout k € N oli, par abus, on note encore py,
et g les fonctions définies sur D définies par z — z* et z — Z¥. De plus, par linéarité de I’intégrale,
pour tout entier relatif n € Z, la fonction qui a g € €' (T') associe ¢,(g) est linéaire. On en déduit que
pour r € Z(T), G, = r (toujours avec le méme abus de notations).

Maintenant, comme f € %(T), il existe une suite (r,,) d’éléments de & (T') qui converge uniformément
vers f d’apres le théoreme de Weierstrass trigonométrique. D’apres ce qui précede, pour tout entier
neN, G, =r,.

D’apres la question 7) comme chaque fonction 7, est bien continue sur T, la suite G,,, converge donc
uniformément vers Gy sur D. Cela montre finalement que Gy est limite uniforme sur D de la suite de

fonctions continues (r,,) et donc |que G est continue sur D

Posons h : z +— |z|2. En utilisant les notations de ’énoncé, h: (z,y) = 22 +y%. On en déduit que

, 0%h 0%h
Vz = (x +iy) € D,Ah(z) = w(x,y)—i-ain(x,y) =2+2=4

Donc, par linéarité,

Au(z) = AG(2) + Au(z) =0+ 4e > 0‘

Comme u est une fonction de D dans R continue sur le compact D, elle y est bornée et atteint ses
bornes, en particulier son maximum : il existe zp = xo+iyo € D tel que u(z) < u(zp) pour tout z € D.
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10)

11)

Si zp est dans D alors uy : = +— u(x;yp) est définie sur un intervalle ouvert contenant z et par
restriction atteint un maximum en xp. Comme u, est de classe €2 (par composition), on a donc
—— —— , , . N N . 27

Uy (z0) = 0 et ug (z0) < 0 (cf le lemme démontré ci-apres) c’est-a-dire %(mo,yo)) < 0. En con-
. —~ ~ . : . 920 .

sidérant u, : y — u(xo;y), les mémes arguments conduisent a g—yg(xo,yo) < 0, ainsi par somme
Au(zg) < 0, ce qui contredit le premier point de la question.

Ainsi zg est dans T', donc G(z) = 0 et |z0| = 1 d’ott u(29) = € et donc |Vz € D, u(z) <e

Démontrons par ’absurde le lemme utilisé précédemment a savoir que si v est une fonction de classe
%2 sur un intervalle I atteint un maximum en x( point intérieur & I alors v”(x) < 0. On a déja que
v'(z9) = 0, supposons v”(zg) > 0, alors par continuité de v”, il existe un intervalle ouvert I’ centré
en zg contenu dans I sur lequel v” reste strictement positif, donc v est strictement croissante sur I’.
Or v/(z9) = 0, donc v/ < 0 sur I'N] — 0o; x|, et donc v est décroissante sur ce méme intervalle, ce qui
contredit le fait que v admette un maximum en xg.

Montrons que si G : D — R vérifie (al) pour f =0, (a2) et (a3) alors G =0 i.e. G = Gy.

Pour tout £ > 0, d’apres la question 9, on a G(2) + ¢|z|? < ¢ donc G(z) < € (car |22 > 0) pour tout
z € D. Ainsi en faisant tendre € vers 0, on obtient G < 0 sur D.

La fonction —G vérifie aussi (al) pour f = 0, (a2) et (a3) donc d’apres ce qu’on vient de voir, on a
aussi —G < 0 sur D i.e. G > 0 sur D. Donc par double inégalité G = 0.

Montrons que si G : D — C vérifie (al) pour f =0, (a2) et (a3) alors G =0 i.e. G = Gy.

Soit une telle fonction G. Alors les parties réelle et imaginaire Re(G) : D — R et Im(G) : D — R de
G vérifient :

* I'hypothese (a2) car Re(G) et Im(G) sont continues sur D par continuité de G sur D (c’est I’hypothese
(a2) pour G).

* ’hypothese (al) pour f = 0 car les restrictions de Re(G) et Im(G) & T sont respectivement les
parties réelles et imaginaires de celle de G & T' donc sont nulles car G vérifie (al) pour f = 0.

* I'hypothese (a3). En effet, G vérifie (a3) donc la restriction de G & D est de classe €2 et AG =0
sur D, ainsi les restrictions de Re(G) et Im(G) & D qui sont les parties réelles et imaginaires de la
restriction de G & D, sont de classe 2. De plus, comme la dérivation et Re (respectivement Im)
commutent, on a ARe(G) = Re(AG) =0 et Alm(G) = Im(AG) = 0.

Ainsi par le premier point de la question, Re(G) = Im(G) =0ie. G =0.

Traitons enfin le cas général et montrons que | si G vérifie (al) pour f, (a2) et (a3), alors G = GY.

Soit une telle fonction G. La fonction G vérifie (a3) d’apres la question 4) vérifie (a2) d’apres la ques-
tion 8) et (al) par définition. Donc G — Gy vérifie (al) pour f — f =0, (a2) et (a3), donc G =Gy =0
via le point précédent et donc G = GY.

B - Deux applications

e La fonction G est définie par G(z;y) = €* cos(y) pour tout (z;y) € D, donc G est de classe €2 sur
D par composition et produit ce qui prouve que G est €2 sur D. De plus,

~ ALE G . .
V(z;y) € D, AG(z+iy) = 55 (23y) + 872(:6;1/) = ¢€” cos(y) + €* (—cos(y)) =0

Ainsi ’ G vérife (a3). ‘

e Par composition, G vérifie aussi (a2) (continuité sur D). Et comme G vérifie (al) pour f la restriction
de G a T, la question 10) donne G = Gysur D.
La fonction G est définie par : Vz =z + iy € D (avec z,y réels)

G(z) = e"Re(e") = Re(e?)
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12)

13)

Posons f = Gp.

L’intégrale a calculer est égale a

1 [T A
— f(e™Re(e™) dt =
2m

Cn +C_p
2

—T
ol les ¢, sont les coefficients de Fourier de f.

Or pour tout = €] — 1;1[, = est dans D et
+o00 2"
Gla)=c"=) —
n=0
Par ailleurs, G = Gy car G vérifie (al), (a2) et (a3). Donc
+oo
Vo el - 1;1[C D, Gy(x)=g¢(z) =co+ Z(C" +c_p)z"
n=1

Donc par unicité des coefficients d’une série entiere de rayon de convergence non nul (ici, il vaut au
moins 1), on obtient : ¢y =1 et ¢, + ¢—, = 1/n! pour tout n € N*.
Donc l'intégrale cherchée est :

1 4 _ 1
o | et cos(sin t) cos(nt) dt = En +26 D= STl

sin # 0 et 1 sinon

Soit u : U — C une application continue sur un ouvert U de C. B
e Supposons u de classe €% sur U et Au=0sur U. Soit a € U et R > 0 tels que D(a;R) C U et
notons G : z € D — u(a + Rz) € C.
Alors par composition G est C? sur D et AG(z) = R?Au(a+ Rz) = 0 pour tout z de D, ainsi G vérifie
(a3). Or G vérifie (a2) par composition et (al) pour f:z € T+ u(a+ Rz) (qui est bien continue sur
T par composition). Ainsi d’apres 10), on a G = G¢ et en particulier via 5) :

1 (" :
Vze D,G¢(z) = g¢(2) = 2/ u(a + Re™)P,(t) dt.

™ —T
Or pour tout z de D(a, R), le complexe (z — a)/R est dans D, donc

u(z) = G (Z ;) _ % /W u(a + Re")P._a (1) dt

—T

e Réciproquement, supposons I’égalité précédente vraie pour tout z de D(a; R) et tout D(a; R) C U.

Fixons (a; R) avec D(a; R) C U, 'application f : z € T + u(a+Rz) est continue sur T’ par composition
(u est supposée continue sur U), ainsi gy existe et vérifie via 5):

_ 1 [7 .
Ra) - %L F(e")Pea(t) dt

Ainsi notre hypothese assure u(z) = g5 (45%) pour tout z € D(a; R) et via 4), gy est €2 sur D oli son
laplacien Agy est nul, donc par composition u est C? et Au = 0 sur D(a; R). Ceci étant vrai pour tout
D(a; R) C U et la régularité et le laplacien A étant des notions locales, u est C? et de laplacien nul
sur la réunion W de tous les D(a; R) tels que D(a; R) C U. Comme U est ouvert, pour tout a € U, il
existe R > 0 t.q. D(a,R) C U donc D(a, R/2) C U ainsi a est dans W et donc U C W et comme par

définition W C U, on a W = U et donc bien ’ u est de classe €2 sur U et Au =0 sur U.

zZ—a z

Vz € D(a; R), €D, gy <

o Il est en fait plus simple d’utiliser la question 7 que la question précédente.

Soient @ € U etR > 0 tels que D(a, R) C U (un tel R existe car U est ouvert).

6/8



Dans

14)

15)

Posons Gy, : 2 € D = up(a+ Rz) et G: 2 € D — uy(a + Rz), et notons f,, et f les restrictions de G,
et GalT.

La suite (f,) converge uniformément vers f sur 7" et G, = Gy, donc par la question 7, la suite (G,)
converge uniformément vers Gy sur D. Or G, converge uniformément vers G sur D. Donc G = G.
Donc G est €2 sur D et AG = 0 sur D. Ceci valant pour tout a € U, on en déduit que u est de classe
€2 sur U et vérifie AU = 0.

e Si on tient a utiliser la question précédente :

Par la partie directe de 12), on a pour tout (a; R) t.q. D(a; R) C U et pour tout z de D(a; R) :

1 (7 :
Vn e N, uy(z) = 27r/ up(a + Re’t)P% (t)dt (*)

Or pour tous ¢t €] — m, [ et n € N,
n{a-+ R P (0] < [0, Pz (0

car P:—a est a valeurs positives et car u, étant continue est bornée sur le compact T'(a, R) (cercle de
R

centre a et rayon R).

Or la suite (un|7(q,r)) converge uniformément vers ur(q,g) (qui est continue comme limite uniforme

d’une suite de fonctions continues) donc (||un||so 7(a,r)) converge vers ||u|[o 7(q,r) donc est bornée,
donc il existe K € RT tel que

Vt €l —mnm[ VnéeN, |un (a + Reit)P% ()] < KP% (t) = o(t)
© est intégrable donc par convergence dominée, on obtient :

1

u(z) = By /7r u(eit)P% (t)dt

et ce pour tout z de D(a;R) avec D(a;R) C U. Or u est continue sur U comme limite uni-
forme (sur U) de la suite de fonctions continues u, sur U. Ainsi la réciproque de 12) assure que

’ u est de classe €2 sur U et Au = 0 sur U. ‘

C - Propriétés duales

la suite nous noterons N = ||.||oo, 7 pour alléger les écritures.

La question 6) assure que’ p, vérfie (c2) et (03).‘

Dans 7), avec f, = 0 (donc Gy, = 0), on a vu |p(f)| = |Gf(z) — Gy, (2)| < N(f — fn) = N(f) et ce
pour tout f de €(T") donc ’ p, vérfie (c4). ‘

Enfin, I'application qui a f € € (T) associe la suite de ses coefficients de Fourier est C-linéaire par
linéarité de I'intégrale, donc par produit f € € (T) — (cn(f)2")nen+ et f € €(T) — (c—n(f)Z")nen+
aussi. L’application qui & une suite associe la somme de la série associée (quand celle-si est convergente)
est aussi C-linéaire donc par composition et combinaison linéaire, ¢ est bien C-linéaire. De plus, elle ar-

rive dans C, donc c’est une forme C-linéaire et comme on a (c4), ¢ est bien continue et ’ p, vérfie (cl). ‘

Soit ¢ vérifiant (c1), (c2) et (¢3). Considérons f dans € (T). D’apres 8, il existe une suite (f,,)nen de
fonctions de Z(T') qui converge uniformément vers f sur 7.

Or pour tout g de Z(T'), par définition de P(T), il existe N et M deux entiers naturels non nuls
N M

et des complexes (ag)g=o0.. N €t (Bk)k=1..m avec g = Zakpk + Zaqu donc la linéarité de ¢ et ¢,
k=0 k=1
(hypothese (c1), cf 14) pour ¢, ) puis les les hypotheses (c2) et (c3) vérifiées par ¢ et ¢, assurent

N M N M
(o —¢2)(9) = Zak(W — =) (Pr) + Zak(W — )k = Zak(zk -2+ Zak(fk -2 =0
k=0 k=1 k=0 k=1
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16)

17)

18)

Ainsi ¢(fn) = @2(fn) pour tout n € N. Or (f,,)nen converge uniformément vers f sur T i.e. (fn)nen
converge vers f au sens de la norme N, donc par continuité de ¢ et ¢, (hypothese (cl), cf 14) pour
©2), ¢(fn) tend vers o(f) et v.(fn) vers ¢.(f) quand n tend vers +oo, donc ¢(f) = ¢.(f). Comme

f a été choisie quelconque dans %' (T"), on a bien

Montrons que (N (h))? = N(h?).

Comme N (h) majore {|h(t)|;t € T}, par croissance de la fonction carrée sur R, le réel (N (h))? majore
bien {|h(t)|*;t € T} = W donc N(h?) = supW = supy |h|> < (N(h))? car supW est le plus petit
majorant de W.

De méme, N(h) = N(|h|) = (N(h?))"/2 < N(h?)Y/? par croissance de la fonction racine carrée sur R
Donc N (h)? < N(h?). Ainsi N(h)? = N(h?).
(1) = N(|hf*) = N(2f = N()" + X)
((2f = N(£))?) + A2 car (2f = N(f)> >0

= N(2f - N(f))* + A2
Or0 < f < N(f) done —N(f) < 2f=N(f) < N(f) donc [2f —N(f)| < N(f), et ainsi N (2f —N(f)) <
N(f).

N(h)? =

N(2/=N(f))+N(f)

De plus 2f — N(f) < N(2f — N(f)) donc f < 5 et ainsi N(f), plus petit majorant de
f] = £, vérifie N(f) < (2f YOVND g N(f) < N(2f ~ N(P).

Donc N(2f — N(f)) = N(f

On a donc : | (N(h))* = ())+/\2.

La linéarité de ¢ (hypothese (c1)) donne ¢(h) = 2p(f) + (=N (f) +iA)¢(po). Comme p(py) = 2° =1
via (¢2), on a p(h) = 2p(f) — N(f) +iA. Ainsi d’apres (c4), on obtient par croissance de la fonction
carré sur R :

20(f) = N(f) + A = |p(h)|* < N(h)* = N(f)* + \?

Ainsi pour tout réel A,

(2Re(e(h) - N1 + (2m(e(f) +2)° < N2+ A2
(2Re(p(1) ~ N (7)) +2mm (o) (2m(e() +3) < N(/))?

Si Im(¢(f)) > 0 (respectivement < 0) alors le membre de gauche tend vers +o0o0 quand A tend vers

+oo (respectivement —oo), ce qui est contradictoire. Donc Im(gp( f)) =0

On & donc (2(f) — N(f))2 < N(f)? done [20(f) — N(f)| < N(f).
Ainsi —N(f) < 2¢(f) — N(f) donc m

Soit f € €(T) et g, h ses parties réelle et imaginaire. Par C-linéarité de ¢,

o(f) = ¢(g) +iph) et o(f) =¢(g) —ip(h)

Or

¢(9) = (g +N(g)) — ¢(N(9)po) = (g + N(9)) — N(9) € R
car g + N(g) est a valeurs positives, donc ¢(g + N(g)) € R par la question précédente.
De méme ¢(h) € R.

Ainsi | o(f) = ¢(f) |
En particulier on a pour tout n € N : (g,) = ¢(pn) = p(pn) = 2" = 2™

Donc ¢ vérifie (¢3). On en déduit que [¢ = ¢:].
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