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1. C’est du cours.

2. Evaluons x,41(t) — x,(1).
t

Xo + /t a(u)(x,(u)) + b(u)du — xy — / a(u)(xp—1(u)) + b(u)du

ty ty

Vn € N*,Vt € I, xp11 (1) — x5 (1)

/ () (en (1) — X1 ()

to
La derniere égalité utilise que pour tout u € I, a(u) est linéaire.

3. La fonction a est supposée continue de I dans Z(E) (en particulier en utilisant la norme ||.||op sur 'ensemble
d’arrivé). Comme I est un compact (c’est un segment). Il existe M tel que pour tout ¢ € I, ||a(t)|lop < M.
Par définition de la norme subordonnée, pour vecteur y € E et tout ¢t € E,

lla@®)W)le < lla®)llopllylle < Mllylle

Donc pour tout n € N* et tout ¢ € I,
la(t) (xn(£) = xn-1 ()|l < Mllxn(£) = Xn-1() |
4. Pourt > 1y,

llc2 (£) = x1()lE

/ () Gex () — o (1)) du

ty

E

N

/ () Ger at) — 0 () zdu

N

M||x1 (u) — xo(u)||gdu

/ Mllxs = %o loodt

(t = to)M||x1 — x0|| o

N

N

Dans le calcul ci-dessus on a utilisé que x; — x est bornée sur I car c’est une fonction continue et que I est un
compact. Cela prouve que ||x; — x¢|| est bien défini.

En procédant de méme quand ¢ < t; on a alors ||x2(¢) — x1(t) || < [t — to|M]|x1 — x0]|co-

Soit t; € I fixé. Montrons par récurrence sur n que pour toutn > 1:

M|t —to|"

H(n) : ¥t € L [lxne1 (1) = xn()]lp < —

|21 = %00

— |I|Le cas n = 1 a été traité ci-dessus.
— Soit n > 1. On suppose H(n) et on montre H(n + 1).
Pour t > o,

/ () (en () — X1 ()

ty

llxn+1(2) = xn (Bl

t
< / () Gen (1) = 01 ()
to
t
< / Mllsen (1t) = -1 () | s
ty
tMn+1 — )"
< / e

Mn+1 (l’ _ tg)n+1

X1 — Xi
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Le cas pour t < tj est similaire et on obtient H(n + 1).

Comme |t — ty| < £ ou £ est la longueur de l'intervalle, on a

npn
Vn € NV € L flana (1) = xn (D)l < — =11 = Xolloo-
Le résultat précédent permet d’écrire que
M en
Vn € N°, [lxnar = Xnlleo < ——llx1 = Xollco.

Cela permet de montrer que la série ( > xne1 — xn ||oo) converge, ce qui signifie que la série de fonctions ( > Xpa1 — Xn

n=0 n=0
converge normalement donc uniformément sur I. Notons S sa somme. Maintenant, pour tout N > 1, par télesco-

page

N-1
cU
XN = Xo + an+1 -x, —x0+S
n=0

La suite de fonctions (x,) converge uniformément sur I.

Notons x la limite de (x;,), il reste a montrer que x est bien la solution cherchée. Par construction, pour tout entier
nettoutt €l

Xni1(t) = X0 + /t a(u) (xn(u)) + b(u)du

ty

Soit n € N. On pose z,, : t > a(t)(x,(t)) + b(t) et z : t — a(t)(x(t)) + b(¢).
Pour tout t € I,

llzn(t) — 2(D) e = la(?) (xn (1) = x (D) le < Ml|xn () — x(£)|[E
On en déduit que

zn = zlleo < Mllxp = X[lc —> 0
n—+oo

Cela signifie que la suite (z,) converge uniformément vers z sur le segment I. On a donc bien, en utilisant que I
est un segment,

VteLx(t) =xo+ 1_12100 /t zn(u)du = xy + /t z(u)du = xo + ‘/t a(u)(x(w)) + b(u)du

La fonction x est bien solution du probléme de Cauchy.

On suppose avoir deux fonctions x; et x; vérifiant notre probléme de Cauchy (sous sa forme intégrale). On a alors
t
vt e Lxn(0) -0 = [ e - xw)du
ty

On peut répéter les calculs des questions 4 et 5 pour obtenir que

npn

Vn €N, ||x; — x2]le0 < [lx1 = %200

n!

En faisant tendre n vers co, on obtient bien que ||x; — x2||c = 0 et donc x; = x5.

. Siln’est plus un segment. On sait que pour tout segment K C I, il existe une unique solution xx du probléme de

Cauchy sur K. Maintenant pour tout ¢ € I et K, K’ deux segments dans I qui contiennent ¢. On peut considérer
le plus petit segment dans I contentant K et K’. Par unicité de la solution sur ce segment on a xg (t) = xg-(¢). De
ce fait, on peut construire une fonction x : t — xg(t) ou K est un segment qui contient ¢.
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