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Exercice |
| - Préliminaires

Soit A € #3(R). La fonction X — AX de #;;(R) dans lui méme est linéaire donc continue
et N : #y1(R) — R est continue (car 1-lipschitzienne). On en déduit que 0 : X — N(AX) est
continue. Maintenant, comme .#; 1 (R) est un espace vectoriel de dimension finie, la sphere unité
S est compacte car elle est fermée et bornée.

D’apres le théoreme des bornes atteintes, la restriction de la fonction 6 a S est bornée et atteint
ses borne.

Montrons que ||.|| est une norme sur .#;(R).
— Soit A € #;(R). Pour tout X € #;,(R), (X) > 0 donc ||A|| > 0.
— Soit A € #y(R) tel que ||A]| = 0. On a que pour tout X € S, §(X) = 0 donc AX = 0.
On en déduit que AX = 0 pour tout X € .#;1(R) en remarquant que si X n’est pas nul,
X
Finalement A = 0.
— Soit A € #y(R) et A € R. Pour tout X € S, N(AAX) = |A[N(AX). On en déduit que
IANA] = max N(AAX) = max |A\|N(AX) = | A max N(AX) = |Al||4].
XeS XeSs XeS
— Soit A et B dans .#4(R), pour tout X € S, N((A+ B)X) = N(AX + BX) < N(AX) +
N(BX) et donc
A+ B| = N(A+ B)X) < N(AX)+ N(BX)) < ||A Bj||.
IA+ Bl = max N((A + B)X) < max(N(AX) + N(BX)) < [l4]| + || B
Finalement ’ ||.|| est une norme sur .#Z;(R). ‘
Soit X € ,//dJ(R).

Si X =0, on a bien N(AX) < ||4||N(X).
Si X # 0, on pose Y = 3y et ona N(AY) < [|A]| car [[Y] = 1. Par linéarité, N(AX) =
N(X)N(AY) < [|A[[N(X).

De ce fait, pour A et B dans .#3(R) et X € S,

N((AB)X) = N(A(BX)) < [[AN(BX) < [[A[l[[B]]-

On en déduit que ’ |AB| < ||All.|B]l- ‘

Soit (Dy,)nen une suite de matrices de .#3(R) qui converge vers D € .#4(R). Elle est donc bornée
et on note A > 0 tel que pour tout entier n, ||D,| < A.

a) Soit kK € N, on pose pour n > ketn > 1,
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Or pour tout i € [1,k], 2=+ — 1 donc |u,, — 1|
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De plus, comme pour tout i € [1, k], =2+ € [0, 1], u,, € [0,1] et donc ’ 0<1—-up, < 1.
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Remarquons que parmi les résultats de la question précédente, seule la positivité des 1 —u,,

sera utilisée.
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En effet, on a |D%|| = ||I4]] = maxxes N([4X) = maxyesl = 1, et comme ||.| est

sous-multiplicative, on en déduit par récurrence que pour tout naturel k (y compris zéro),
IDEIl < | Dall®.
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Or (1+ %)n — enn(143) — gn(3+o(1/n)) — Ato(l) __y oA par continuité de I’exponentielle
n—s

(et car A+ o(1) — A+0=N).
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De plus Y}, %)\k = A (par définition de I'exponentielle).

Ainsi, Y ), %)\k — (1 + %)n — A — A =0, et donc par encadrement,
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Soit n > 0.

|Dy, = DY = 1A' Dy, = D
Soit k € N* tel que ||DF — D¥|| < kA*=1||DF — D¥||.

1Dy = DM = ||IDy(Dn — D) + (Dyy — D*)D||
< ||DE|.ID, — D|| + || DF — D¥|.|| D|| par inégalité triangulaire
et sous-multiplicativité de |.||
< ||IDy)|F.|Dn — D|| + || DF — D¥|.||D|| (voir question précédente)



Or par continuité de ||.|| et par passage aux limites dans les inégalités larges, on a :

[P =1 lim Dpll= lim |[Daf < A
n—00 n—noo

Ainsi, en utilisant I’hypothese de récurrence,

Par récurrence, | |DF — D¥|| < kXF=1||DF — DF|| pour tout k € N*|.

1Dt = DY < ¥ Dy — D + kX Y| Dy — DA = (k + 1)A*|| Dy — D

d) On a donc
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HZyDn—ZgD I < ijHD — D¥|| car Dy = D° = I3 — I3 =0
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< €MD, — D|| car les sommes partielles d’une série
a termes positifs sont inférieures ou égales & sa somme.
Or e*||D,, — D|| — e*0 = 0. Par encadrement || Y-, 4Dk — > &D"|| — 0 donc
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On en déduit grace a la question b) que :

D, \" Di\" =1 1l =1 -1y
(10 ) = (0 2) - b bl e S i 0404 )

5) Soit M € #y(R) telle que [|M]| < 1

N oo
oucp:tHZkZQH

1 1
|exp(M) — Iq — M|| = HZHM’“H < ZEHMH’“ = o(||M|)||M|?
k=2 k=2

L k=2 est une fonction développable en série entiere sur R donc est continue

sur R et ainsi bornée sur tout segment donc ’majorée sur [0, 1] par une constante g ‘

On pouvait aussi appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange (dans une version sans valeurs abso-
lues) & la fonction exponentielle réelle (en remarquant que ||M||2p(||M]|) = elMl —1 — || M| <

| M2 avee

j = g supppqexp” = §)|.

6) Soit A, B deux matrices de .#4(R).

a) D’apres la question précédente, posant M,, = exp(A/n)—1— % et N, = exp(B/n)—

on a :

A 2
avec || M, || < pl2)

3w

A B A B
exp <n> exp (n) = (Ig+ o + M) (I + - + Np)

B 2
ot | Na| < plZl

eXp<A>exp<B>—I+A+B+C
n n
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ou (), est une somme de six termes.
Pour n > max(||Al], || Bl|),

1 p p p2y _ IALIBI + pAl+ 1B] +2 + 1)
I1Call < 5 (IAINBIHIAIZ N BIZ + Il 1 a+-5) <

n? n2

Ainsi | [|Cy|| = O(1/n?) |

(oo (@)ee (7)) - (= 2522)

Posant D, = A+ B +nCy, on a D, — A+ B car |[nCy|| = O(1/n) — 0.

Par la question 9), on a donc

(oo (2o (2)) oy vt )

Exercice |l

| - Un critére pour n =2

Soit M € S+ (R).

Par le théoréme spectral et la caractérisation spectrale des éléments de S;F T (R), il existe A1,..., A, €

R% tels que S soit (orthogonalement) semblable & une matrice diagonale dont les coefficients dia-
gonaux sont Ap, ..., A,.

Ainsi [ tr(A) = A+ ...+ Ay > 0 et det(M) = Ar.... A, > 0.

Soit M € S2(R). Par le théoreme spectral, M est semblable & une matrice diagonale téelle
A1 0
0 X/’

Supposons que tr(M) > 0 et que det(M) > 0. Alors A\; + Ay > 0 et \;A2 > 0. Ainsi \; et A9 sont

tous non nuls et de méme signe, et leur somme est positive, donc (par 1’absurde) ils sont tous
deux strictement positifs.

Par la caractérisation spectrale des éléments de Sy 7(R), on a | M € ST (R).

Le résultat de la question précédente ’ne s’étent pas‘ aux les matrices symétriques de .Z5(R).
-1 0 0

Par exemple, la matrice | 0 —1 0] est symétrique, sa trace est 1 > 0 et sont déterminant est
0 0 3

3 > 0, mais elle n’appartient pas a S; +(R) car ses valeurs propres ne sont pas toutes strictement
positives puisque —1 est valeur propre.

Il - Le critere de Sylvester

On fixe une matrice M € .#,(R), un entier k € [1,n], ainsi qu'un vecteur colonne non nul
x1
X = S ///k:,l(R)-
Lk
x1
Xk Tp
P X == =
osons @ 0
0




Alors

XTMX = (X, |0) % = X My X,

Soit M € §*(R) avec n € N*.
Soit k € [1,n]. Soit X}, € 4}, 1(R) non nul. Dans les notations précédentes,

X{ MpXp, = X"MX >0

car X n’est pas nul.
De plus M}, est symétrique. Donc M, € S,fr(]R).
Par la question 1) on a det(Mjy) > 0.

Donc ’M vérifie le critere de Sylvester ‘

Soit n > 2 et soit une matrice symétrique M € .#,(R) telle que det(M) > 0. On écrit cette
matrice par blocs sous la forme suivante :

M = < ]\?]”_Fl Z ) avec My € My—1(R), U € M-11(R) et a €R.

On suppose que la matrice M,,_1 est définie positive.
Comme les valeurs propres de M,,_1 sont toutes strictement positives, 0 n’est pas valeur propre
de M,,_1 donc ’Mn,l est inversible ‘ Ainsi il existe un vecteur colonne V' € 4,1 1(R) tel que

M, 1V +U =0, asavoir |V = —M, 1 U.

En notant Q = < OI”_I ‘f >,
1n—1

T (T 0\ (M 0 - My 0
@ MQ= <VT J\U" UW4a) |[\V M1 +UT UTV+a
Or puisque M, _1 est symétrique,

VIMy U =VIM,_ +U" = (M V+U) =0,_;, =

Posant 3=U"V 4+ a, on a

T - det(M) d’une part, car det(Q) =1
det(@ M@Q) = { B det(M,_1) d’autre part

Comme det M > 0 par hypothese, et comme det(M,_1) > 0 car M,_; est supposée définie
positive, on en déduit que comme quotient de deux réels strictement positifs.

Démontrons par récurrence sur n que toute matrice de S, (R) vérifiant le critére de Sylvester est
définie positive.

La propriété est triviale au rang 0 et la vérification au rang 1 est immédiate : si det((a)) > 0
alors a > 0 donc (a) € S; .

Soit m > 2. Supposons la propriété vraie au rang n — 1. Soit M € S, (R) vérifiant le critére de
Sylvester.

Alors det(M) = det(M,,) > 0 et M,,_; vérifie le critere de Sylvester car les mineurs principaux
de M,,_1 sont des mineurs principaux de M.

Par hypothese de récurrence, M,_; € S .

Posons M’ = Q"M@ (dans les notations de la question précédente). Alors ’M " est symétrique
car M'T =QTMT(QT)T = M’ car M est symétrique.
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De plus pour tout X = < > € Mp1(R) non nul on a :

X"M'X=X] M, 1X,_1+Bz2>0

comme somme de deux réels positifs non tous nuls.

Donc ’ M’ est définie positive. ‘
Soit Y € #,,1(R) non nul. Posons X = Q1Y

YTMY =X"M'X >0

car X # 0 (car sinon Y = QX =0).
Donc ’ M est définie positive. ‘




