MP1 / MP2 Devoir surveillé 5 (CCINP) - Corrigé 2024 — 2025

Exercice

1) Soit f € E, la fonction t — f(t) cos(t) est continue. D’apres le théoreme fondamental de
I'analyse, T'(f) est de classe ¢! donc continue.

Soit f,g € E et A\, u € R. Pour z € [0, 7],

TS+ pg)(x) = /Om Af () cos(t) + pg(t) cos(t)dt = AT (f)(x) + uT (g)(x)

On a donc T'(\f + pg) = XT(f) + uT'(g) ce qui montre que 1" est un endomorphisme de
E.

2) a) Pour z € [0,7],

T(1)(2) = /0 " cos(t)dt = [sin(t)]Z = sin(x)

~ 1
b) Montrons par récurrence sur n € N que pour tout n € N, 7"(1) : x — —|(sin x)".
n!

— Pour n = 0. Pour tout = € [0, 5],
07 1 L 0
T(1)(@) = () = 1 = (sina)

— Soit n € N, on suppose la propriété vérifié au rang n. On a alors pour z € [0, 7]

(D) = T(T"ggi))(x)
= l'/o (sint)" cos(t)dt

1 oy

H n+1

0

1
= ———(sinz)"*!

(n+1)!
3) Soit o € R. L’équation différentielle (H, ) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1

homogene. Comme x +— « cos(z) est continue et que x — asin(x) en est une primitive,
les solutions de (H,) sont de la forme

y:x+— Kexp(asin(z)) ou K € R

4) Soit f € Ker(T). On a T(f) = 0. En dérivant, on obtient que pour tout z € [0, %],
f(x)cos(x) = T(f)'(x) = 0. Cela montre que f(x) = 0 pour x # 7 et finalement que
f = 0 par continuité de f. On a donc Ker(T) = {0}. En particulier, 0 n’est pas une valeur
propre de T'.
5) Soit A € R*.
a) D’apres la question 1), T(f) est de classe €!. Comme f = %T(f), on a aussi f
de classe ¢'. En dérivant alors la relation T'(f) = Af on obtient que pour tout
r € [0,3], f(x)cos(z) = Af'(z). Cela implique que f vérifie 'équation différentielle
(Hi/)-
b) Ona f(0) = $7(f)(0) = 0. En utilisant la forme des solutions trouvée & la question
0e

3) on voit que f =0 et donc A n’est pas une valeur propre de 7T
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6) a) Soit x € [0, 7],

z)| =

0 cos(t)dt‘ < /0 ") cos(t)dt < /0 "1l cos(t)dt

™

T @) < 1]l / cos(t)t = ||l

Done [[T(f)lloc < [[flloc-
b) Comme T est linéaire, le résultat ci-dessus montre que T est 1-lipschitzienne.
De plus pour f =1¢€ E, on a | fllee = |T(1)]|ec = 1 car T(1) : x +> sin(z).
On en déduit que ||T||op = 1.
7) Soit f, g deux fonctions de E telles que 0 < |f] < g.
a) Soit z € [0, F],

On en déduit que

)| =

0 cos(t)dt\ < [ roleostiar = 71 1))

De plus,
T(f))(z / ()] cos(t /Og<t>cos<t>dt=fr<g><x>

b) On procede par récurrence sur n € N.

— Pour n = 0, pour tout x € [0, 7],
T°(f)(2)| = | f(2)] < g(x) = T(g)(2)

— Soit n € N. Supposons la propriété vraie au rang n. On a donc que 0 < |77"(f)| <
T"(g). En appliquant la question ci-dessus, on obtient que

TP =TT () < T(T"(9)) =T (g)

8) Soit f € E, on pose g = || f||eo1. On a, par définition, 0 < |f| < ¢g. On en déduit que pour
n €N,

7Pl < 1T (@)l = 1511 5 I (Dl = L= 5
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Probleme

Partie | - Existence et premiéres propriétés de la fonction dilogarithme

1) Soit x < 1.
Soit t > 0, e! > 1 et donc pour tout x < 1, —z > 1 et donc e’ — 2 > 0
Ainsi f, est bien définie sur |0, +o00[ comme rapport de deux fonctions & dénominateur
non nul.

2) D’abord la fonction f; est continue |0, 4+o00].

— Au voisinage de +o0o0. On voit que

3 3
— —0

~Y
et —1 t—+oo €l

2 fi(t) =

On en déduit que, fi(t) = 0 (). La fonction ¢ — % est intégrable sur [1,+o00]

donc fi aussi.
— Au voisinage de 0. Par un équivalent classique

~+

f =t

La fonction f; se prolonge par continue en 0. Elle est donc intégrable sur |0, 1].
Finalement f; est intégrable sur |0, 4+o0].
3) Soit x €] — 00,1]. On a —x > —1 et donc €' —x > €' — 1 > 0. On en déduit que

0 < fa(t) < f2(t)

Comme f; est intégrable sur ]0,4o00[ par comparaison de fonctions positives f, est
intégrable sur |0, +-o00].

4) On veut appliquer la version continue du théoreme de convergence dominée.

— Pour tout t €]0, +o0f,

t t

1. T t = 1. = = t
ap =t e s
— Domination. Pour tout x €] — 00, 1] et tout ¢ €]0, +o00],
De plus, f1 € L'(]0, +oo|) d’aprés la question 2.
Par le théoreme de convergence dominée,
+oo +o0o
lim fo(t)dt = fu(t)dt
r—1— 0 0
+oo
On vient de montrer que x fz(t)dt et continue sur 17 ; comme z +— z est aussi

0
continue sur 17, par produit, L est continue en 1°.
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Partie Il - Développement en série entiere

5) Soit x € [—1,1] et n € N. Par linéarité, on ne s’intéresse qu’a la convergence et au calcul
+o00o
de / te~ (L,
0

La fonction ¢ — te~ ™+ est continue sur [0, +-o00[. De plus,

t—+o00

Cela montre que te~ ("Dt = K (t%) On montre alors que c¢’est une fonction intégrable

sur [1, 400 et donc sur R, comme & la question 2.
On réalise le calcul par intégration par parties.
Sous réserve de convergence du crochet,

400 —(n+1)t7 T 400
/ te— (Tt — {_ﬁ} _|_/ Le—(”'ﬂ)tdt
0 n+1 |, o n-+1

On voit que le crochet converge et vaut 0 car te~ ™+t — .
“+o0o

On en déduit que

+00 —(n+1)t7 T +00
/ te~ (g — l_ﬁ] +/ Le—(nﬂ)tdt _ ;
0 n+1 |, o mn+1 (n+1)2

La derniere égalité découlant d’une simple primitivation.

En multipliant finalement par la constante 2™, on a bien :

6) Pour x € [~1,1] fixé. Pour tout ¢ > 0, la série ) _ e ™™ est une série géométrique de
raison ¢ = e 'z. Comme |g| € [0, 1] elle converge et

)
1
§ e ntmn — -
1—etx
n=0

En multipliant par te™?,

- - tt t
S o) = St @t
n=0 n=0

1l—etz e —=x

1 1 - .
<= et Yy, — est une scrie de Riemann convergente.

n
2 n2 w1

7) Xomme z € [—1,1],

. . n
Ainsi ) 75 converge absolument et donc elle converge.
n=1

On peut appliquer le théoreme d’intégration terme a terme. On pose u,, : t — xs,(t).
— La série de fonctions > u, converge simplement et sa somme est ¢t — x f,(t).
n=0

— Pour tout n > 0, u, est intégrable sur |0, +-o00[ et

+o00 4 ‘x|n+1
DO)]dt =
O
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n+1
— La série ) i

‘ (n i 1)2 converge.
nz

Par intégration terme a terme

+00 o0 F09 400 i1 4%
v = [ entar= [T ani=> =50

n=1

8) Soit z € [—1,1], d’abord —z € [—1, 1], on somme alors deux séries convergentes,

Liz)+ L—z) = 3 2+ (21

n2
n=1
Ainsi .
X 22 1
L(z)+ L(—z) = Z ) = §L (z?)
p=1

2
m
9) On sait que L(1) = 5 par le résultat donné en tout début d’énoncé.

Donc par la question précédente appliquée en = = 1,
1 2
e ™
12

Partie Ill - Une autre propriété

n
10) Tout d’abord le rayon de convergence R de la série entiere > 91;_2 vaut 1. En effet, multiplier
par n ne modifie pas le rayon de convergence ce qui ramene a l'usuel R = 1 de la série
géométrique.
On sait donc par le théoreme de dérivation des séries entieres que sa somme est > sur
I'ouvert de convergence | — 1, 1][.
Ensuite d’apres la question 7) L est une fonction qui coincide avec cette somme sur [—1, 1],

donc sur 'ouvert | — 1, 1].
+0  n-1
x
On ad ~ L1 ) =
n a donc sur | [, L'(x) 2.,

1
Il suffit alors de bien distinguer x = 0 qui donne L'(0) = 1, et pour z # 0 en sortant —
T

de la somme on a le développement usuel de —In(1 — ).
Ainsi L est dérivable sur | - 1,1 [ et on a :

_ In(1-z)

—— g1 x#0
Vo e] —1,1], L/($):{ 136 si xfo.

11) On applique les théoremes de dérivabilité.

— La fonction L est continue en —17 car elle coincide sur [—1,1] avec la fonction
Ty, i—z est cette derniere est continue puisque pour tout n > 1, u,, : x i—g est
continue sur [—1, 1] et que la série de fonctions > u,, converge normalement puisque
que [|[tn||oo,(~1,1] = # De plus, d’apres la question précédente, zEH}ﬂL L'(xz) = In(2).

On en déduit que L est dérivable en —1 et L/(—1) = In(2).

— La fonction L est continue en 1~ d’apres la question 4). Cette fois lim L'(x) = 4o0.
T—1—

On en déduit que L n’est pas dérivable en 17.
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12) Sur ]0,1[, h est dérivable par somme, produit et composées de fonctions dérivables.
Il suffit alors de dériver h et d’utiliser ’expression de L’ de 10). pour obtenir A'(z) = 0.
Comme ]0, 1 est un intervalle, ainsi la fonction h est constante sur ]0, 1[.
13) Notons C' la valeur constante de h sur ]0, 1[.
Passons a la limite dans Iexpression définissant i, quand x — 0%.
Nous utilisons ici que L est continue en 1 résultat obtenu en 4).
Donc quand z — 0, L(z) — L(0), L(1 — x) — L(1), et In(z) In(1 — ) ~ —zIn(z) — 0.
Donc h(z) — L(1). Et par unicité de la limite C' = L(1).
On a bien que h(x) = L(1) pour tout x €]0, 1[.

L(1)=h <%> =2L (%) +1In(2)?

14) Par définition, pour x =
qui donne, en utilisant la valeur de L(1) trouvée ci-dessus,

Enfin par définition intégrale de L,

1 1 [t ¢t too ¢
O Ty
2 2 0 et—§ 0 26—1

On en déduit que
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