MP1 / MP2 Devoir libre 13 - Corrigé 2024 — 2025

1. Soit n € N*, U,(Q) = {0, 1} car X,,(Q) = {£1}.

De plus comme X,, est centrée,

On en déduit que

On a bien U,, < Z(3).

2. Soit ¢ compris entre 1 et n. Considérons
2 2i 1 1
Ty = kg_l Uy = b + 5522‘ =1+ 5521'

La variable Ty; suit la loi binomiale de parametre (27, 1) car c’est une somme de 2i variables de

2
Bernoulli indépendantes de parametre %
On en déduit que

P -ps -0 -ra-0= () (5 (3) - () ()

3. Soient ¢ € Z et n € N*. En utilisant que X; = 2U; — 1,

Snzzn:Xk:2<zn:Uk> —TLZZTn—TL
k=1 k=1

On en déduit que

P(Snzé):P(QTn=n+€):P<Tn=n—;g)

— Si n+ / est impair. Comme T,(Q2) C N, P(S,, =¢) = 0.
— Sin 4+ £ est pair. On pose n + £ = 2p et

4. Remarquons pour commencer que si k est impair, alors k ne peut pas étre un indice d’égalité. On
n
en déduit que N, = > 14..
i=1

1=

Par linéarité de I’espérance,

B(V) = Y E(1y) = 3 P(a) = 30 L)

=1 =1 =1
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5. Utilisons une comparaison série-intégrale. La fonction ¢t — \/% est décroissante sur [1, 4+00].

1 /”dt 1 &1 &1 "1 /"dt

—+ —<—+Efzgf=1+gfél+ —

N Y RN T R A=A —~ i LVt
Comme de plus

[ o] -2

on obtient

1 "1
2vn—2+ — < — <2vn—1
Vi S

Le deux termes a droite et a gauche sont équivalents & 2/n. Par encadrement,
1
Py P
Py \/; n——+0oo

6. Utilisons la formule de Stirling

(3) _ @) @)eVim 1

4T 24T die2m  mi

1
La série > —— est une série a terme positif divergente (c’est une série de Riemann).
i1 VTl

Par sommation des équivalents et en utilisant les questions 4 et 5,

n

A

=1
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