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1. Soit 𝑛 ∈ N*, 𝑈𝑛(Ω) = {0, 1} car 𝑋𝑛(Ω) = {±1}.
De plus comme 𝑋𝑛 est centrée,

0 = E(𝑋𝑛) = P(𝑋𝑛 = 1)−P(𝑋𝑛 = −1)

On en déduit que

P(𝑈𝑛 = 1) = P(𝑋𝑛 = 1) =
1

2
et P(𝑈𝑛 = 0) = P(𝑋𝑛 = −1) =

1

2

On a bien 𝑈𝑛 →˓ B(1
2
).

2. Soit 𝑖 compris entre 1 et 𝑛. Considérons

𝑇2𝑖 =
2𝑖∑︁

𝑘=1

𝑈𝑘 =
2𝑖

2
+

1

2
𝑆2𝑖 = 𝑖+

1

2
𝑆2𝑖

La variable 𝑇2𝑖 suit la loi binomiale de paramètre (2𝑖, 1
2
) car c’est une somme de 2𝑖 variables de

Bernoulli indépendantes de paramètre 1
2
.

On en déduit que

P(𝐴𝑖) = P(𝑆2𝑖 = 0) = P(𝑇2𝑖 = 𝑖) =

(︂
2𝑖

𝑖

)︂(︂
1

2

)︂𝑖(︂
1

2

)︂2𝑖−𝑖

=

(︂
2𝑖

𝑖

)︂(︂
1

2

)︂2𝑖

3. Soient ℓ ∈ Z et 𝑛 ∈ N*. En utilisant que 𝑋𝑖 = 2𝑈𝑖 − 1,

𝑆𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑋𝑘 = 2

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑈𝑘

)︃
− 𝑛 = 2𝑇𝑛 − 𝑛

On en déduit que

P(𝑆𝑛 = ℓ) = P(2𝑇𝑛 = 𝑛+ ℓ) = P

(︂
𝑇𝑛 =

𝑛+ ℓ

2

)︂
— Si 𝑛+ ℓ est impair. Comme 𝑇𝑛(Ω) ⊂ N, P(𝑆𝑛 = ℓ) = 0.

— Si 𝑛+ ℓ est pair. On pose 𝑛+ ℓ = 2𝑝 et

P(𝑆𝑛 = ℓ) = P (𝑇𝑛 = 𝑝) =

(︂
𝑛

𝑝

)︂
1

2

𝑛

4. Remarquons pour commencer que si 𝑘 est impair, alors 𝑘 ne peut pas être un indice d’égalité. On

en déduit que 𝑁𝑛 =
𝑛∑︀

𝑖=1

1𝐴𝑖
.

Par linéarité de l’espérance,

E(𝑁𝑛) =
𝑛∑︁

𝑖=1

E(1𝐴𝑖
) =

𝑛∑︁
𝑖=1

P(𝐴𝑖) =
𝑛∑︁

𝑖=1

(︀
2𝑖
𝑖

)︀
4𝑖
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5. Utilisons une comparaison série-intégrale. La fonction 𝑡 ↦→ 1√
𝑡
est décroissante sur [1,+∞[.

1√
𝑛
+

∫︁ 𝑛

1

d𝑡√
𝑡
⩽

1√
𝑛
+

𝑛−1∑︁
𝑖=1

1√
𝑖
=

𝑛∑︁
𝑖=1

1√
𝑖
= 1 +

𝑛∑︁
𝑖=2

1√
𝑖
⩽ 1 +

∫︁ 𝑛

1

d𝑡√
𝑡

Comme de plus ∫︁ 𝑛

1

d𝑡√
𝑡
=
[︁
2
√
𝑡
]︁𝑛
1
= 2

√
𝑛− 2

on obtient

2
√
𝑛− 2 +

1√
𝑛
⩽

𝑛∑︁
𝑖=1

1√
𝑖
⩽ 2

√
𝑛− 1

Le deux termes à droite et à gauche sont équivalents à 2
√
𝑛. Par encadrement,

𝑛∑︁
𝑖=1

1√
𝑖

∼
𝑛→+∞

2
√
𝑛

6. Utilisons la formule de Stirling(︀
2𝑖
𝑖

)︀
4𝑖

=
(2𝑖)!

(𝑖!)24𝑖
∼ (2𝑖)2𝑖𝑒−2𝑖

√
4𝜋𝑖

4𝑖𝑖2𝑖𝑒−2𝑖2𝜋𝑖
∼ 1√

𝜋𝑖

La série
∑︀
𝑖⩾1

1√
𝜋𝑖

est une série à terme positif divergente (c’est une série de Riemann).

Par sommation des équivalents et en utilisant les questions 4 et 5,

E(𝑁𝑛) =
𝑛∑︁

𝑖=1

(︀
2𝑖
𝑖

)︀
4𝑖

∼
𝑛∑︁

𝑖=1

1√
𝜋𝑖

∼ 2√
𝜋

√
𝑛
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