MP1 / MP2 Devoir libre 10 - Corrigé 2024 — 2025

1) La fonction f est de classe € sur I comme quotient de fonctions ¥ dont le dénominateur ne
s’annule pas sur I et, pour tout x € I,

(cosz)? + sin(z)(sin(z) +1) 1+sinz

/
) = (cosx)? ~ (cosx)?’
) = (cosz)? + 2sinx cos z(1 + sin ) _ (cos z)? + 2sinz + 2(sinz)?
(cosz)4 (cosz)3
_ (sinz)®42sinz + 1
B (cosx)?
FO() = (2coswsinz + 2cosz)(cosx)? + 3sin z(cos x)?((sinx)? + 2sinx + 1)
(cosx)b
_ 2(cosz)?sinx + 2(cos x)* + 3(sinx)® 4 6(sinx)? + 3sinx
B (cosz)4
_ (sinz)® 4+ 4(sinz)? + 5sinz + 2
(cosx)* '

2) Montrons par récurrence que, pour tout n € N, il existe un polynéme P, € R[X] tel que pour tout

" P,(sinx)

— Initialisation : D’apres la question précédente, Py = X +1, P, =X +1, P, = X?> +2X + 1 et
P; = X3 +4X? +5X + 2 conviennent.

— Hérédité : Soit n € N. et supposons la propriété vérifiée au rang n
Alors, pour tout z € I,

FOD () = (f(n))/ (2) = (Pn(Sinx) >,

(cos )t
_ cosaPl(sinz)(cos )"t 4+ (n + 1) sinz(cos )" P, (sin x)
B (cos x)?n+2
_ (cosz)?P)(sinz) + (n+ 1) sinzP,(sinz)
B (cos x)nt2
(I —(sinz)?)P)(sinx) + (n + 1) sin 2P, (sin z)
B (cos x)nt2
_ Puyi(sinz)
~ (cosz)n+2

On a posé Py = (1 — X*)P! + (n+1)XP, € R[X].
— Conclusion : D’ou l'existence d’une suite (P,),eny d’éléments de R[] telle que pour tout x € I,

P,(sinx)
(cos z)nt1

£ @) =

De plus, cette suite vérifie P, 1 = (1 — X?)P! + (n+ 1)X P, pour tout n € N.

3) Montrons d’abord l'unicité de la suite (P,). L’article défini ”1e” de ’énoncé semble indiquer qu’elle
est demandée.
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4)

5)

Soit n € N et supposons qu’il existe deux polynomes P, et (), tels que pour tout x € I,

f(n)(x) _ P, (sinx) . Qn(sinx)

(cosz)n+l  (cosz)ntl

Alors, pour tout x € I, (P, — @Q,)(sinx) = 0, donc, comme sin(/) =] — 1, 1], pour tout ¢ €] — 1, 1],
(P, — Q,)(t) =0, donc P, — @, a une infinité de racines, donc P, — @,, = 0, donc P, = Q,,.
Il y a donc bien unicité de la suite (P,),en-

Montrons par récurrence que, pour tout n € N*, P, est unitaire, de degré n et que ses coefficients
sont des entiers naturels.

— Initialisation : Pour n =1, P, = X + 1. Il est bien unitaire & coefficients dans N et deg(P;) = 1.

— Hérédité : Soit n > 1 et supposons ’hypothese de récurrence vérifiée au rang n. Il existe donc
(ag,...,a,_1) € N" tel que P, = X" + Zz;é ap X" et, par suite,

Poyi = 1-X)HP +(n+1)XP,

n—1 n—1
= (1-X? (nX”_l +) kakX’f—1> +(n+1)X (X” +) aka>

k=1 k=0
n—1 n—1 n—1
= nX" ) kaXE = n X = Tk X (n+ DX ) (0 + DapXET
k=1 k=1 k=0
n—2 n—1
= X" x4 Z(k‘ + Dag1 XF + (n+ 1)agX + Z (n+1—k)a, X+
—_——
k=0 k=1 pe

On vérifie alors que P, est unitaire de degré n + 1 et a coefficients dans N.
— Conclusion : Par récurrence, pour tout n € N*| P, est unitaire, de degré n et que ses coefficients
sont des entiers naturels.

Pour tout = € I,

sinx + 1)2 sinz)? + 2sinz + 1 + (cos )2 2+ 2sinx
a1 2, Gina) (cos)?

(cosx)? (cosx)? (cosx)?

=2f'(x).

En appliquant la relation obtenue dans la question précédente en z = 0, on obtient
2f'(0) = (f(0))*+1, dou 2a;=aj+1.

Pour tout n € N*, en dérivant n fois la relation obtenue a la question précédente, on obtient, via la
formule de Leibniz que pour tout x € I,

n

2 (a) =207) ) = (F) + 1) = 3 (1) ) s@) = 3 (1) 19 ).

k=0 k=0
En appliquant alors en 0, on a bien la relation demandée.

La fonction f est de classe > sur I, donc, pour tout N € N, on peut lui appliquer la formule de
Taylor avec reste intégral et on a, pour tout z € [0, 7/2],

N

S0, =0 g
o) = S [
N

= Y Loy / (= t)" Pyp(sint)
“— nl 0 N!  (cost)N+2
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Or, pour tout = € [0,7/2], pour tout t € [0,z], (m;\,t!)N > 0, (cost)N2 > 0 (car t € [0,7/2[) et
comme Py est a coefficients positifs et sint > 0, Py.1(sint) > 0.

(z—t)N Pny1(sint)
N!  (cost)N+2

On a donc > 0 pour tout ¢t € [0, z], donc, par positivité de I'intégrale (z > 0),

N . .
Z A n / (z =)V Py (sint) ., >0,
n=0 n! 0

N!  (cost)N+2

donc Z —.CE < flx

P, (sin 0
7) Pour tout n € N, comme «,, = f™(0) = (sin 0)

(cos 0)ntl
donc un élément de N (méme pour n = 0 car Py = X + 1), donc positif.
Pour tout = € [0, 7/2[ la série numérique ) ., “+2" est donc a termes positifs. Ses sommes partielles

= P,(0), o, est le coefficient constant de P,,

sont majorée par f(x) d’apres la question précédente. On en déduit que la série Z —x" converge.
n=0 '
Ceci étant valable pour tout = € [0,7/2[, on a bien R > 7/2.

8) Pour tout z € I, |x| < R, donc, par produit de Cauchy de séries entieres a U'intérieur du disque de
convergence,

(g(x))*+1 = (Z%:ﬂ) +1

n=0
+oo n O Qo
= & _nz nq
Z( Rl (n—k)v)“’ -
n=0 \k=0
X1 n!
= ZE <Z ]{;'(n — k)'OékOénk> "+ 1
n=0 k=0
=1 " /n
_ 2 1
= ap+1+ Z 0 (Z (k) akan—k) x
n=1 k=0
+00 20 . +oo i1
art ) Tt =2 ek Dy
= 2¢'(x)
9) Soit p = arctanof et 1) = arctan og.
Pour tout z € I,
f'(z) 1 g'(x) 1
)= ——F—=cet (1) = —"—— ==
P G T Y TGt T2
d’apres les relations établies aux questions4) et 8).
De plus,
©(0) = arctan(f(0)) = arctan(1) = 7 /4
et

¥ (0) = arctan(g(0)) = arctan(ag) = arctan(f(0)) = w/4
On en déduit que pour x € I,

= ¥(x)

N8

90(93)=%+

Par suite, f = tan(y) = tan(y)) = g sur I.
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10) Supposons par I'absurde que R est strictement supérieur a 7. La fonction g est continue sur | — R, R],
donc en particulier en x = 7/2.

Or sinx + 1
o= A S = e e T
La fonction g n’est pas continue en /2, donc R < 7/2,. En utilisant alors la question 7) on a bien
R=m7/2.
11) Raisonnons par analyse-synthese : soit h: I — R.
— Analyse : S’il existe p paire et ¢ impaire telle que h = p + i sur I, alors pour tout = € I,

h(z) = p(z) +i(x) et h(—z) = p(—z) +i(—z) = p(z) —i(x),

h(z) 4+ h(—x) ot i(z) = h(z) — h(—x)‘

donc p(z) = 5 5

— Synthése : Réciproquement, soit p : x € [ . Alors on

vérifie que p est paire, 7 est impaire et h = p + 1.

h(:v)+2h(—z) eti-xel— h(z)—zh(—:v)

— Conclusion : D’oti, par analyse-synthese, I'existence et 'unicité demandées.

12) Pour tout x € I,
1 sinx

fx) =

COSx COS X

: sinx ) .
est paire et x — est 1mpaire.
CcoS T COS T

Par ailleurs, pour tout = € I, comme les séries qui aparaissent ci-dessous convergent,

ou xr —

+00 +00 +oo
B B Oy, L Qon 9y Qon+1 2n+1
fl@) =gl@) =3 Tpe" =3 o™+ D e
n=0 n=0 n=0

Qon41 on+1

" est paire et x +— Z est impaire.

(2n+1)!
D’apres l’umclte de la décomposition prouvee a la question precedente on a
= a a
Ve eI, tan(z)= _2AL_pantl gy = n_p2n,
(z) HZ:O(Qn—f—l)! cos nz

13) La fonction tan est développable en série entiere sur I, donc coincide avec sa série de Taylor

tan™ (0 .. . .
E 43:” sur I, donc, par unicité du développement en série entiere de tan sur I, on a,
n!
n=0

pour tout n € N,
tan®”(0) = 0 et tan®"*Y(0) = agnyy.
14) Pour tout = € I, tan’(z) = 1 + (tanz)?, donc ¢’ = 1 + 2.
15) Pour tout x € I,

+oo +00
Qont1 o9 Q2n+1 op
t/ = 2 1 S EE———— —
(@)= (n+ o+ i 2 2n) "
n=0 n=0
Par produit de Cauchy de série entieres sur le disque ouvert de convergence, on a aussi, pour tout
rel,
+00 2
tan™(0)
/ _ 2 _ n
@) = G (z— ) e
+o00 —
tan®) (0) tan™=% (0
_ Z an ) an (' ) L 4 1
—\= ! (n—k)!
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D’ou, par unicité du développement en série entiere de ¢’ sur I, on a, a; = 0+ 1 =1 et, pour tout
n =1,

Qong1l 2 tan® (0) tan®"=%)(0)
I ! — k)
(2n)! c~ Kk (2n — k)!
2n
1 2
- — ") tan® (0) tan®"*)(0)
(2n)! k
k=0
1 (2n 1 & (2
(%!% <k>w a <0)+(2n)! g ) tan(0) tan'™7(0)
k pair =0 k impair
1 < 2n
_ tan @1 (0) tan 2~ (o
(2n!;<2k—1> an™ 7 (0) tan (0)

1 — om
= — Qlof 1009 —
(2n ! —~ 2/6 N 1 2k—1E2 2k+1

donc, en multipliant de part et d’autre par (2n)!, on a bien :

n

y 2n
Vn e N aopi1 = Z (% B 1) Q2k— 1020 —2k+1-

k=1
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