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Exercice I

Soit 𝐸 = {𝑓 ∈ C 2([0, 1],R) , 𝑓(0) = 𝑓 ′(0) = 0}.
Soit 𝑓 ∈ 𝐸, on pose 𝑁(𝑓) = ‖𝑓 + 2𝑓 ′ + 𝑓 ′′‖∞.

1. Montrer que 𝑁 est une norme sur l’espace vectoriel 𝐸.

2. Soit 𝑓 ∈ 𝐸. On pose 𝑔 = 𝑓 + 2𝑓 ′ + 𝑓 ′′. Montrer que pour tout 𝑥 ∈ [0, 1],

𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥

∫︁ 𝑥

0

(𝑥− 𝑡)𝑒𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡

3. Montrer qu’il existe une constante 𝑎 ∈ R+ telle que

∀𝑓 ∈ 𝐸, ‖𝑓‖∞ ⩽ 𝑎𝑁(𝑓)

Déterminer la constante 𝑎 optimale.

4. Peut-on trouver 𝑏 ∈ R+ telle que

∀𝑓 ∈ 𝐸,𝑁(𝑓) ⩽ 𝑏‖𝑓‖∞ ?

Exercice II

Soit 𝑛 un nombre entier naturel supérieur ou égal à 2
Le module d’un nombre complexe 𝑧 est noté |𝑧|.

L’espace vectoriel C𝑛 est identifié à l’espace M𝑛,1(C) des matrices colonnes à 𝑛 lignes et à coefficients
dans C.
Les coefficients d’un vecteur 𝑥 ∈ C𝑛 sont notés 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛. Dans tout le problème, C𝑛 est muni de la
norme ‖ · ‖1 définie par

‖𝑥‖1 =
𝑛∑︁

𝑖=1

|𝑥𝑖|.

Pour tous 𝑥 ∈ C𝑛 et 𝑦 ∈ C𝑛, la matrice 𝑥⊤𝑦 ∈ M1(C) est identifiée au nombre complexe
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖.

Soit (𝜆1, . . . , 𝜆𝑛), on notera Diag(𝜆1, . . . , 𝜆𝑛) la matrice diagonale

Diag(𝜆1, . . . , 𝜆𝑛) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜆1 0 · · · 0

0
. . . . . . 0

...
. . . . . .

...
0 · · · 0 𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ M𝑛(C)

Pour 𝑀 ∈ M𝑛(C), on notera ‖𝑀‖ la norme subordonnée (pour la norme ‖ · ‖1) de l’application linéaire
𝑥 ↦→ 𝑀𝑥 canoniquement associée à 𝑀 . On a donc

‖𝑀‖ = sup
𝑥∈C𝑛, ‖𝑥‖1=1

‖𝑀𝑥‖1 = sup
𝑥∈C𝑛∖{0}

‖𝑀𝑥‖1
‖𝑥‖1

Le rayon spectral de 𝑀, noté 𝜌(𝑀), est défini comme le maximum des modules des valeurs propres de la
matrice 𝑀 :

𝜌(𝑀) = max{|𝜆| , 𝜆 ∈ Sp(𝑀)}
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1. Soient 𝐴 ∈ M𝑛(C), 𝑧 ∈ C et 𝑘 ∈ N. Etablir les relations suivantes :
a) 𝜌(𝑧𝐴) = |𝑧|𝜌(𝐴)
b) 𝜌(𝐴𝑘) = 𝜌(𝐴)𝑘

c) 𝜌(𝐴) ⩽ ‖𝐴‖
d) 𝜌(𝐴)𝑘 ⩽ ‖𝐴𝑘‖

2. Soit 𝐴 ∈ M𝑛(C). On note 𝑎𝑖,𝑗 le coefficient de 𝐴 d’indice de ligne 𝑖 et d’indice de colonne 𝑗.
Montrer que

‖𝐴‖ = max
1⩽𝑗⩽𝑛

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

|𝑎𝑖,𝑗|

)︃
.

3. On considère dans cette question une matrice 𝐴 ∈ M𝑛(C) triangulaire supérieure,

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎1,1 𝑎1,2 · · · · · · 𝑎1,𝑛
0 𝑎2,2 · · · · · · 𝑎2,𝑛
...

. . . . . .
...

...
. . . . . .

...
0 · · · · · · 0 𝑎𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

On suppose que
∀𝑖 ∈ [[1, 𝑛]], |𝑎𝑖,𝑖| < 1.

Pour tout réel 𝑏 > 0, on pose 𝑃𝑏 = Diag(1, 𝑏, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛−1) ∈ M𝑛(R).
a) Calculer 𝑃−1

𝑏 𝐴𝑃𝑏. Que se passe-t-il lorsqu’on fait tendre 𝑏 vers 0 ?

b) Montrer qu’il existe 𝑏 > 0 tel que
‖𝑃−1

𝑏 𝐴𝑃𝑏‖ < 1.

c) En déduire que la suite (𝐴𝑘)𝑘∈N* converge vers 0.

Dans les questions 4 à 6, on considère une matrice 𝐴 ∈ M𝑛(C).
4. Montrer que si 𝜌(𝐴) < 1, alors la suite (𝐴𝑘)𝑘∈N* converge vers 0.

5. On définit la partie de R+

𝐸𝐴 =

{︃
𝛼 > 0 | lim

𝑘→+∞

(︂
𝐴

𝛼

)︂𝑘

= 0

}︃
.

Montrer que 𝐸𝐴 =]𝜌(𝐴),+∞[.

6. Montrer la formule
lim

𝑘→+∞
‖𝐴𝑘‖1/𝑘 = 𝜌(𝐴).
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