MP1 / MP2 Inégalités de Holder et Minkowski 2024 - 2025

Dans tout le sujet, p désigne un réel strictement supérieur a 1.
n 1/p n 1/p n 1/p
(Z(ai + bi)p> < (Z af) + <Z b?)
i=1 i=1 i=1
ou (ay,...,an,by,...,b,) sont des réels positifs. Cela s’appelle l'inégalité de Minkowski.

1. Avant de montrer 'inégalité de Minkowski, on veut montrer I'inégalité de Holder.

1 1
On considere ¢ €]1,+00] tel que — + — =1 et (ay,...,an,b1,...,b,) des réels positifs :
p q

n n 1/p n 1/q
()< () ()

a) Reconnaitre une inégalité classique dans le cas ou p = 2.
b) Justifier que x +— aP (définie sur Ry ) est convexe

c) Soit (a;)1<i<n €t (5i)1<i<n des réels positifs ol les ; ne sont pas tous nuls. Montrer que

n n 1/p n 1/q
(Z 51’%’) < (Z 61‘055) (Z @) .
i=1 i=1 i=1

e) Montrer 'inégalité de Holder en choisissant bien les valeurs pour «; et f;.

d) En déduire que

2. Déduisons-en I'inégalité de Minkowski

a) Justifier que

Z(ai -+ bz)p = Zn: ai(ai + bi)pil + Zn: bl(az + bi>p71

i=1 i=1 i=1
b) En utilisant l'inégalité de Holder, montrer I'inégalité de Minkowski

3. Soit n € N*. Pour u = (z1,...,2,) € K" on note

n 1/p
[ull, = <Z W”)
i=1

Montrer que || - ||, est une norme K".
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