MP1 / MP2 Holder et Minkowski (Corrigé) 2024 - 2025

Dans tout le sujet, p désigne un réel strictement supérieur a 1.
Soient aq,...,a,,by,...,b, des réels positifs

1. a) Dans le cas ou p = 2, on reconnait 'inégalité de Cauchy-Schwarz relative au produit scalaire
canonique de R".

b) La fonction x — xP (définie sur R, ) est convexe car elle est dérivable et sa dérivée x — pxP~!
est croissante (car p — 1 > 0).

c) Soit ()1<i<n €t (8i)1<i<n des réels positifs ou les §; ne sont pas tous nuls.
Par convexité de & — 2 sur RT et par I'inégalité de Jensen, posant B =3 " , f; on a :

"5\ Bi o
(35) <55

car les (;/B sont positifs et leur somme est 1.

d) Par croissance de la fonction z + x'/? sur R il vient :
car =l =1-1=1
P
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e) Posons pour tout i € [I, n],

Ainsi

1

Ainsi pour tout i € [1,n] :

aifi = ab;
VITPTPIGE — g sib; £ 0
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fiev { 0 si b =0

Par la question précédente, on a, si les b; ne sont pas tous nuls :
1/p

n n 1/q n 1/p n 1/q
e B
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1=1 i€[1,n] t.q. b;#0 =1

Cela reste vrai si tous les b; sont nuls car 0 < 0.
2. a) De maniere immédiate

n n

> (ai+ )P = (a; +bi)(a; + b)" Zaz (a; + b;)P~ 1+Zb (a; + ;)P

i=1 =1
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b) Par I'inégalité de Holder,

p s n 1/q
Zb a; + b;)P (Z bp> (Z(ai +bi)p>

D’ou par la question précédente
n n 1/p n 1/p n 1/q
Sy () (X)) (S nr)
i=1 i=1 i=1 ;

Siaq,...,b, ne sont pas tous nuls il vient :

n 1-3 n 1/p n 1/p
(Beor) < (5) + (5

1
>
Le cas ou les a; et b; sont tous nuls est immédiat.

ce qui est I'inégalité de Minkovski car 1 — % =
3. L’inégalité de Minkovski est I'inégalité triangulaire pour |].||,.

Les autres vérifications : positivité, séparation, homogénéité sont immédiates et laissées au lecteur.

Donc || - ||, est une norme K".
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