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Théoréme (Théoréme d'Abel radial)

Soit Z>]O a,x" une série entiére de rayon de convergence R € R}. On suppose de plus que la série
nz
numérique ), a,R" converge. On a
n=0
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Soit }; a,x" une série entiére de rayon de convergence R € R}. On suppose de plus que la série numérique
nz0
D, apR" converge.
n=0

1. On suppose dans cette question que R = 1.
Pour tout n € N et tout x € [0, 1], on pose :

400 n 400
Pn = Z ar ; Sp(x) = Z akxk et Ry(x) = Z akxk
k=n+1 k=0 k=n+1

Soite > 0:

(a) Montrer qu’il existe N € N tel que pour tout n > N, |p,| < £.
(b) Justifier, pour tout entier n et pour tout entier p > n + 1, ’égalité :

p-1
Vx € [0,1], Sp(x) = Su(x) =x" pu+ > (KT —F) pp = p,

k=n+1

(c) En déduire que, pour tout n > N et pour toutp > n+1:

p—1
Vee [0,1] ,  [S,(x) = Su(x)] <§ D ML L P
k=n+1
(d) En déduire que : Vn > N,Vx € [0,1], |R,(x)| <e¢

(e) Conclure que la série de fonctions ), a,x" converge uniformément sur [0, 1].
n=0

(f) Démontrer le théoréme d’Abel radial dans le cas ou R = 1.

2. Démontrer le cas général du théoreme.
(=n"

2n+1

3. Justifier la convergence de la série ), et calculer sa somme.

n=0




