MP 2 Théoreme d’Abel radial - Corrigé 2024 — 2025

1. (a) Comme p, est le reste d’indice n d’'une série convergente, il tend vers 0 quand n tend vers
+00, et donc le résultat est acquis par définition de la convergence vers 0.
(b) On réalise une transformation d’Abel.
Pour tout entier k > 1, on a: ax = pg_; — px, d’ou pour tout x € [0, 1],
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(c) On en déduit que, pour tout n > N et pour tout p > n+ 1 et tout x € [0, 1],
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car x*1 — xk < 0six € [0,1].
(d) Par télescopage,
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Finalement : Vn > N, Vx € [0,1] |[R,(x)| < 2 § =&.
(e) On a obtenu que pour tout ¢ > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, ||[R|lcc < &.
C’est-a-dire que (R,) converge uniformément vers 'application nulle sur [0, 1]. Donc la série

de fonctions Zo a,x" converge uniformément sur [0, 1].
n>
(f) Pour tout entier naturel n, la fonction u, : x — a,x" est continue sur [0, 1]. Comme de plus
la série de fonctions », u, converge uniformément sur [0, 1], la limite f : x — Eo anx" est
continue sur [0, 1]. O’ﬁgn déduit que "
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2. Soit ), a,x™ une série entiere de rayon de convergence R € R}. On pose pour toutn € N, b, = a,R".
n=0
On montre alors que la série ), b,x" aunrayon de convergence égal a 1. On peut alors lui appliquer
nz=0
ce qui précede pour obtenir le résultat voulu.
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3. On consideére la série entiere » ~——
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1. Notons f sa somme sur | — 1, 1[. Par dérivation

. On voit facilement que son rayon de convergence vaut
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En intégrant (et en remarquant que f(0) = 0) on obtient que pour x €] — 1, 1[, f(x) = arctan(x).
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St reléve du théoréme des séries alternées car

De plus, on remarque que la série };
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— Pour tout entier naturel n, Tlﬂ > 0.
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— La suite (57 )n>0 décroit.
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— La suite (57 5)n>0 tend vers 0.

Cela montre que la série converge.
On peut appliquer le théoréme d’Abel radial

i U lim f(x) = arctan(1) = %
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