MP2 Lemme des coalitions 2024 — 2025

Proposition

Soit X et Y deux variables aléatoires sur un espace probabilisé (Q, . 7,P) et f : X(Q) — E, g :
Y(Q) —» F.SiX L Y alors f(X) 1 g(Y).

Démonstration : Soit x € E et y € F, on sait que

f0=x=J x=0) e (gM=y=[] ¥=0
uex(Q) veY(Q)
flw)=x 9()=y

De ce fait, par distributivité de N sur U

fX)=x)ngm=9= |J &=wn=0
(w,0)eX(Q)XY(Q)
fw)=xg(v)=y

Les événements dans cette union étant deux a deux disjoints et les variables X et Y étant supposées indépen-
dantes, on obtient que

P((f(X):x)m(g(Y):y)) = > PX=wxP(Y=0)
(1,0)eX (Q)XY(Q)
Flu)=rg(0)=y

Or, en procédant de méme,

P(f(X) =x) = Z P(X = u) et P(g(Y) =y) = Z P(Y = 0)

ueX(Q) veY(Q)
fw=x g9(v)=y

Le théoréme de sommation par paquets permet alors de conclure :

P((f(X) =x) N (9(¥) = y)) = P(f(X) = x) x P(g(¥) = y)

Les variables f(X) et g(Y) sont bien indépendantes.
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Théoréme (Lemme des coalitions)

Soit (X, ..., X,) des variables aléatoires discrétes indépendantes. Soitk € [[1; n—1]] et

k n
f:nXi(Q)—>E;g: nXi(Q)—>F

i=k+1

Les variables f(Xi, . .., Xk) et g(Xk+1, - - ., X,) sont des variables aléatoires discrétes indépendantes.

Démonstration :
L’idée est de montrer que Y = (X1,...,Xk) et Z = (Xi41,- .., Xn) sont des vecteurs aléatoires indépen-

dants, d’utiliser le résultat précédent.

k n
Soit (x1,...,xx) € [ Xi(Q) et (xps1,...,x0) € [] Xi(Q),
i=1 i=k+1

k n
(Y = (x1,.. .,xk)) = ﬂ(Xi =x;) et (Z = (K15 -+ Xn)) = m (Xi = x;).
i=1 i=k+1

On en déduit, d’aprés 'indépendance des variables X; que

ﬁ(xi = xi)) = ﬁ P(X; = x;)
i=1 i=1

P((Y = (xl,...,xk)) N (Z = (xk+1,...,xn))) =P

De méme

k n n
P(Y = (X1, .. .,Xk)) X P(Z = (.X'k+1, .. .,xn)) = nP(Xl = xl-) X 1—[ P(Xl = x,‘) = 1—[ P(Xl = xi).
i=1 i i=1

=k+1

On a bien montré que Y et Z étaient indépendantes. Il suffit alors d’utiliser le résultat précédent.
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