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Exercice |
1) Soit k € [0, n].

T(Pk) _ Xk-H _ E(XQ _ 1)Xk—1 _ (1 _ E) Xk—i—l + EXk_l
n n n
2) L’application T est linéaire par linéarité de la dérivation et bilinéarité du produit matriciel.
De plus, d’apres la question précédente, si k& < n alors deg(T'(Py)) = k+ 1 < n et, pour
k=n, T(P,) = X" ! donc deg(T(P,)) =n — 1 < n. Cela montre que pour tout k € [0,n],
T(Py) € R,[X]. Par linéarité, T est a valeurs dans R, [X]. C’est donc un endomorphisme.

3) D’apres la premiere question

0 % 0 0
1 0o 2
n—1 .
v | 0
0
: o1
0 -+ -~ 0 % 0

4) a) Par hypothese T'(P) = AP. Supposons par l'absurde que d = deg(P) < n. On note alors
d
P =3 a, X" ou ag = 1. Comme pour tout k < d, T(P;) est de degré k +1 < d et que
k=0
T(P;) =d+1, deg(T(P)) = d+ 1 ce qui est absurde car deg(AP) est égal a d ou a —oo
si A= 0.
Cela montre que deg(P) = n.
b) Soit 2z une racine complexe de P.

— Si on suppose que zj est racine simple alors P(z9) = 0 et P'(zy) # 0. Par hypothese,
XP(X)—2(X?—1)P'(X) = AX. En évaluant en z on obtient —=(z§ —1)P’(z) =0
et donc 22 — 1 =0 car P'(z) # 0.

— Dans le cas général, on suppose que zg est racine d’ordre r € N*. On pose P =
(X — 20)"Q ou Q(z9) # 0. La relation T'(P) = AP devient alors

XX —20)"Q(X) = H(X2 - Dr (X — 20) ' QUX) + (X — 20)" Q(X)] = A(X — 20)"Q(X)

n

On sait que C[X] est un anneau intégre donc, en factorisant par (X — z9)" !,

X(X = 2)Q(X) ~ - (X? = DrQ(X) + (X ~ 2)Q(X)] = M(X ~ %)Q(X)

En évaluant en 2 et en utilisant que Q(zy) # 0, on obtient que 22 — 1 = 0.

5) D’apres la question 4, les polynémes unitaires P qui sont des vecteurs propres de T' sont de

degré n et ils n’ont pas de racines complexes différentes de £1. On en déduit que nécessairement
de la forme Q = (X — 1)¥(X + 1)"*.



1)

Réciproquement,

T(Qw) = XQi- %(W DR = DX+ D) (0= B)(X = DR+ 1)

n —

") @

= {X—Z(XH)—

- (-2

Cela montre que T a n+ 1 valeurs propres : Sp(T) = {1 — 2 ; k € [0,n]}. De plus, pour tout
k € [0,n], 'espace propre associé a la valeur propre 1 — % est Vect(Qx).

En particulier, '’endomorphisme 7' est diagonalisable.

a)

b)

Exercice |l

Par récurrence immédiate et par le théoreme fondamental de ’analyse,

fn est définie et de classe €™ (donc continue) pour tout n € N|.

On procede par récurrence sur n.

initialisation : Pour tout z € [0,1], | fo(z)| = |f(2)| < ||fllc = xOH({!Hw.
hérédité : Soit n € N tel que Vo € [0, 1] | fn(z)| < %

Alors pour tout x € [0, 1],

e, S
n! (n+1)!

mmw<KWWﬁ<A

Par la question précédente, Vn € N* 0 < || fulloe < 1lee.

n!

Par limite par encadrement, ||f,]lc — O.
n— o0

Donc la suite | (f,,) converge uniformément vers la fonction nulle.

On supose que la suite (g,,) converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction g.

Par convergence uniforme et par le théoréme de primitivation, (z — [ g, (¢)dt) convege
uniformément donc simplement vers G : x — fox g(t)dt qui est la primitive nulle en 0 de

G.

De plus (gn+1) converge uniformément donc simplement vers g.

Donc G vérifie I’équation différentielle y' = 1 + y.

x — —1 est solution particuliere de cette équation, et la solution générale de I’équation
homogene associée est x +— Ae®, A € R.

Donc il existe A € R tel que
Ve e[0,1] G(z) = -1+ Ae®

Comme G est nulle en 0, A = 1.
Donc |pour tout = € [0, 1], g(x) = G'(x) = €”

Posons pour tout n € N, ot g : x> €”.

Alors pour tout n € N et tout = € [0, 1],

ﬁwm@+g®)=1+Zﬁﬁd®+g@ﬂﬁ—gﬁﬁ=Aiﬂ@ﬂﬁ+1+1fﬂ®ﬁ

2



d’ou

fn+1 / fn
car 1—|—foxetdt: 14+e*—1=¢e".

Par la question 1), (f,) converge uniformément vers la fonction nulle.

Donc |(g,) = (fn + g) converge uniformément vers g : x +— e”

Probleme
| - Résultats préliminaires

Soit n € N*

n

1) Par multi-linéarité, H(l +xp) = Z Dy
k=1 Iez([1,n])

Donc (H(l +xk)> —1= Z pr. Comme pour tout I C [1,n], |pr| = [1e; |2l

k=1 Ie2([1,n])\0

<ﬁ(1 + m) —1|=

k=1

S ow< ¥ |pf|=<H<1+r:ckr>>—
D\@

Ie2([1,n])\0 I1e2([1,m k=1

2) On voit que s’il existe k € [1,n] tel que xx = —1 alors 'inégalité est vraie car le terme de
gauche est nul et que exp est a valeurs dans R7 .

Supposons que pour tout k € [1,n] tel que x; > —1. Par croissance de la fonction logarithme
il suffit alors de montrer que

iln(l—i—xk):ln(ﬁl—l—mk) Zxk

Ce dernier résultat est vrai puisque que In est concave (sa dérivée seconde x —$—12 est
négative). On en déduit que sa courbe est < en dessous > de sa tangente a l'origine ; c’est-a-
dire que pour tout v > —1, In(1 +u) < w.

3) Soit z € C. Pour tout n € N*, on pose
- (1+3)".
n

Le but de cette question est de montrer que la suite (u,)n,en converge vers e?.

oo
a) Soit t € C, par définition e = Z—k, On en déduit que

k=0

144)— - <oo|t| t* ; |t 41201

R LS ST S L
= k—2

b) Soit (a,b) € C? et n € N*. On note M = max{|al, |b|}.
On voit que

n—1 n—1 n—1
ja” = b =la =0 x |3 afb" N < Ja—b] x > falf " < Ja— b x > M
k=0 k=0 k=0

Donc |a™ — b"| < nM"|a —b).



c) Soit n € N*. En utilisant la question précédente

(140 -
n

z
ou M = max{’l + —‘ : }ez/"|}. En utilisant a) on voit que
n

" n

2 |2

n’l—l—i—ez/” < n‘—Qez/”lz—ezl/”
n n n
Par ailleurs, on a
o0 k o0 k
‘ ; Koo ; Kl

On en déduit que

h+5<1ﬂﬁ<¥mmwm<ww

n n

Finalement, M < el?/™ et donc

2 2
‘(1 . E)” _ el < 2| A/ 5 (ell/myn=1 — 2| NE
n n n
Els 2| .
d) Comme ——el*l — 0, la suite (u,) tend vers e”.
n n—4o0o

Il - Exemples de calcul de produit infini

4) Soit N > 2,

N N N N

1 —1 1 —1 1 1 N+1

(1__2>:Il(n )(n+):||n ><||n+ :—x—+
nI:IQ n vt nxXn o o on N 2

“+o0o
1 1
On en déduit en faisant tendre N — 400 que H (1 — —2) =-.
s n 2

De méme, en séparant les termes d’indices pairs et les termes d’indices impairs,

2N N N-1 N N-1
—1)n+t 1 1 2p—1 2p+2

||(1—|——< ) >:||(1__2)X||(1+2 1>:||p2 ><||2p ]

n=2 n p=1 P p=1 p+ p=1 P p=1 p+

On en déduit que

—+oc0o

—1)ntt 1

Finalement H (1 + L) = 5
n=2

Pour tout n € N, on pose



5) On reconnait les intégrales de Wallis. On fait une intégration par parties

s
2

Wigo = /2 cosu x (cosu)"'du = [sin(u) x (cos u)"ﬂ}og + (n+ 1)/ (sinu)?(cos u)™du
0 0

Le crochet est nul et on sait que (sinu)? = 1 — (cosu)? donc W5 = (n+ 1)(W,, — W,42) ce
qui donne (n + 2)W, 12 = (n+ 1)W,,.

22n | 2
Montrons alors par récurrence sur p que pour p = 0, Wy, = ﬂ
(2n+1)!
— Pour p =0,
"2 20 % (01)?
W1=/ cosudu:[sinu]gﬂ:l:#
0 H
S N W 22P(p!)2 1
- .t e 3 = —
oit p on suppose que Wy, 2+ 1) alors
2p +2 2 27(p)? _ 220D((p + 1Y)
= ——Wy11 = (2 =

6) En utilisant la formule de Stirling, on voit que

1 221 (n!)? 1 2°"(nje)*2mn 1 [«

Wani1 = X ~ oo =
T om 1T @)l 2n@2n/e) VA 2V n

On en déduit que

n . n " [T 2k)(2k)
[1 (1 T 1) N ,H 2k —1)2k+1) 4n("!)2m =@+ )Wy~ o

k=1

+0o0
1 s
Cela impli 1 = —.
ea1mp1quequeH< + ) 5

4n? — 1

n=1
Il - Etude d’une fonction définie par un produit infini

7) Soient x € S et n € N*,
Pour tout k£ € [1,n] 0 <1+ fr(x) < 1+ |fx(z)|. Donc 0 < P,(z) < Qu(z).

|Prs1(2)=Po(@)| = | (14 fag1(2) Po(@) = Po(2)| = [fonr (@) Fa(z) < [for1(2)] Qn(2) = Qnia () —Qn(2).

8) Soient z € S et n € N*,
Qn—l-l(x) - Qn(x) = Qn(x) ‘fn+1($)|
Or d’apres la question 2), Q,(z) < eXi=1 /@),
Donc par croissance de I'exponentielle @, (z) < e2k=1 [fe(@)] = (),

Or par continuité de la valeur absolue et des f,, les | f,,| sont continues. Comme ) | f,,| converge
uniformément, R, est continue. Elle est donc majorée sur le segment S par un réel positif M.
Ainsi

Qui1(z) = Qu(z) < V| fuia (@)

ou | M = ||Ro||oo |




9)

a)

Soit z € S.

Par les deux questions précédentes on a pour tout n € N 0 < |P,y1(x) — Pu(x)| <
M

M fopr (1))

Or >, -1 [fas1(w)] converge car )~ [fny1| converge simplement (car uniformément).

Donc } . - |Puyi(x) — Pu(w)| converge.

Ainsi ) - (Puga(7) — P, (7)) converge absolument, donc converge.

Pour tout N € N*,

D (Popa(@) = Pu())] < Y [(Paa(@) = Pa(@))] < e Y |fara ()]
n=N n=N n=N
Ainsi . .
0 g Z(PnJrl_Pn) g eM Z’fnJrl‘
n=N 0o n=N 00

Par convergence uniforme, ||>-°° | fas1]ll,, tend vers 0 quand N tend vers oco.

Donc par encadrement, || (P41 — P,)|| . tend vers 0 quand N tend vers co.

I

Donc |la série >~ | (P,+1 — P,) converge uniformément

Notons pour tout N € N*, Sy =z = SN (P,i1(2) = Po(x)) et S 2= 32°°  (Poya(2) —
Py (x))
On a pour tout x € S :

Py (z) = Pi(z) + Sy(x) N Pi(z) 4+ S(z)

Par convergence uniforme de (Sy) vers S, (P, + Sy) converge uniformément vers P, + S
(car pour tout N € N*, [|P — Py|ls = [|P1+ S — (P1 + Sn)[loc = |5 — Sy |lo0)-

Donc | (Py) converge uniformément | vers P = P, + S.

Comme pour tout n € N la fonction P, est continue comme produit de n fonctions

continues, et comme (P,) converge uniformément vers P, |la fonction P est continue. ]
Soient n € N* et z € S.
Comme pour tout k € N* 1+ fi(x) >0, 0on a:

In(P,(z)) = > In(1+ fi(x))

Or >y | fu(z)| converge, donc |fy. ()] e 0 donc fx(z) e 0.

Ainsi In(1 + fe(z)) ~ fe(z) et donc D, In(1 + fi(z)) converge absolument donc
converge. heo

Donc In(P,(z)) = Y re In(1+ fi(z)) € R et par continuité de exp on a :

P(z) = ez (5@ 5

—+00

11) Pour tout z € R, on pose f(x) = H <1 _ e_m2>_

n=1



a)

Posons pour tout n > 1, f, : z — —e—na?

Soit S = [a,b] un segment inclus dans RY. Les fonctions f,, sont continues sur S et a
valeurs strictement supérieures & —1. De plus pour tout n. > 1, || f,||lee.s = €% = (7)™
Comme 0 < ™ < 1, la série géométrique ) - (e™*)" converge donc la série ) |f,|
converge normalement et donc uniformément sur S.

—a2

Par les questions précédentes, f est définie est continue sur S. Ceci pour tout segment S
de R%. Donc | f est définie et continue sur R7 |

Soient x,y € R tels que z < y.
Alors —22 > —y2.

Pour tout n € N*,

—nz? > —ny2

—nx2

2 . .
e > e " par croissance de 'exponentielle

—nx? a2
_enx g_eny

0<1+fulz) < 1+ fu(x)
Donc pour tout N € N*,

[T+ fula) H1+fn

Par passage aux limites dans les inégalités larges,

f(z) < f(y)

Donc ’ f est croissante.

Pour tout = € R et tout n € N*, 0 < Py(z) < 1+ fi(z) = 1 — e car les facteurs
1 + fr(x) sont compris entre 0 et 1.

Par passage aux limites quand n — oo dans les inégalités larges :

Par limite par encadrement, | f(z) — 0.
z—0t+

Remarquons que pour tout n € N* et tout 2 > 0, f(x) = gn(e ™) oll gn : y — —y" et
que si > 1 alors e_,2 appartient au segment S = [0, %]

De plus les fonctions g,, sont continues, a valeurs dans [—%, 0] C]— 1, 400| et comme pour
tout n > 1, [|gn|ls = =, la série 3 |g,| converge normalement donc uniformément sur S.
Par les questions précédentes, notant P, : y — [[;_,(1 + g,(y)), la suite (P,) converge
uniformément sur S vers P :y — [[7— (1 + g, (v)).

De plus pour tout n € N*,

=

P,(y) j (1+0)=1

y—0T

e
Il

1

Par le théoreme de la double limite, P(y) — 1.
y—0t



.2 .. ..
Comme e — 0%, on donc par composition des limites :
r—r—+00

12) Soit n € N*

’La fonction P, est de classe ¢! ‘ comme produit de n fonctions de classe € et

pour tout = € S,

n n Pn T
P =S+ 0@ [ 0+ s =3 filo)—mtil
P ) — 1+ fr (33')
= Jeln]\{k} k=1
13) Par la question précédente, la fonction Ino P, est de classe €' de dérivée z — Y, _, : _{’}i ())

RAGR
1+ fi ()
simplement vers Ino P par continuité de In, on en déduit que InoP est de classe € et a pour

dérivée z — lim,_,o(logo P,)(x) = Zk 1 111}(:)

Comme la série D, 1 j converge uniformément sur S et que la suite (logoP,) converge

Comme P = expo(lnoP)

= (Ino P) xHZl—Ff
k(T




