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Exercice |

Soit f € H. Commengons par remarquer que si z € [0,1[, 3z € [0,1] et que si z € [3,1],
3z —2 € [0,1] donc T'(f) est définie sur [0, 1].

De plus, T(f)(0) = 5f(0) =0 et T(f)(1) = 3(1 + f(1)) =

Ensuite, T(f) est continue d’aprés les théoremes généraux sur [0,1] \ {3;2}. Pour finir,

lim T(f)( x) =3 car f(1) =1et hrg1+T(f)( ) =% car f(0) = 0.

a3 3

On a bien montré que T(f) €

Soit f, geH2 Soit z € [0, 1]

— Siz< g, [T(f)(x) - T(9)(x)| = 5/f(32) — g(32)] < 3|If — gllw.
— 21 € [3751 T(f)(x) = T(g)(x)| =0 < 3lIf — gl

— Siz> 3,

T(F)(x)~T(o)(@)] = g1+ (3r—2)~1-g(3r—2)| = 1|/ Br-2)~g(32-2)] < lIf gl

On en déduit que dans tous les cas, |T(f)(z) — T(g)(z)| < 3||f — 9| Cela implique que
IT(f) = Tl < 3IIf = glloo-

Voici les graphes des fonctions ¢g, g1 et go

go() 91() 92()

T i Xz

n—1
Soit x € [0,1] et n € N, par téléscopage, g,(x) = go(z) + >_ grr1(x) — gr(x).
k=0

En utilisant la question 2) on voit que pour tout entier n,

l9n+2 = gntalloo = [T (gnt1) = T(gn)lloo < Hgn+1 Inllo

Par une récurrence immeédiate,

1 n
Vn € N, |[gn1 — gnlloo < (§> llg1 — gol]so

En particulier, pour « € [0,1], |gnt1(z) — ga(2)] < (3)" |91 — go||oe- Cela montre que la

série > gr+1(x) — gk (z) est absolument convergente donc convergente. Finalement la suite de
k>0

fonctions (g,) converge simplement vers la fonction g définie par

gz go(x) + ngﬂ(ﬂ?) — gi()



5)

On remarque pour commencer que pour tout n € N, g,(0) =0 et g,(1) = 1. Par passage a la
limite, g(0) =0 et g(1) = 1.

Montrons maintenant que g est continue. Posons S la somme de la série de fonctions Y gri1—
Gk b

— Pour tout k € N, gx1 — gx est continue sur [0, 1].

— On a vu que pour tout k € N, ||gr11 — gk||oo < (%)k [|g1 — go||oo- On en déduit que la série

> lgk+1 — grl|s converge. Cela montre que la série de fonctions ) gry1 — gx converge
k>0 k>0
normalement donc uniformément sur [0, 1]

On en déduit que S est continue et donc que g = go + S aussi.

On a Ky = ho(Ko) U hi(Ko) = [0,3] U [2,1]. On a alors

KQ - ho(Kl) U hl(Kl) - |:0, $:| U |:§, %:| U |:§, g:| U |i§, 1:|
Commengons par remarquer que si I = [a,b] alors ho(I) et hy([) sont des segments. Plus
généralement si A = I; U--- U [, est une union disjointe de m segments alors ho(I) et hy([)
sont des réunions disjointes de m segments. Cela permet de montrer par récurrence que pour
tout n € N, K, est la réunion de 2" segments disjoints. On utilise que comme K,, C [0, 1],
ho(K,) C [0,3] et hy(K,) C [3,1]. On en déduit que U, est une union d’un nombre fini
d’interva%&es ouverts. Si on veut justifier ce résultat on peut fixer des notations; on pose

Ky = Uiq@ng, bog] ot 0 = ano < bpp < app < -+ < bpon_g < @pon < byon = 1. On en
déduit que
on—1
Un = U ]bn,ky an,kJrl[
k=1

Soit x € U. Il existe n € N tel que z € U,. Il existe alors k € [1,2" —1] tel que x €|by k, an g11]-
Il suffit de poser ¢ = %min(x — by gy k1 — ) pour avoir |z — e,z +e[C U, C U.
En déduire que pour tout x € U, il existe € > 0 tel que |z — e,z +¢[e U.

Soit n € N. On pose

P(n) : Pour chaque sous-intervalle J de U, il existe a; tel que pour m > n, g,, est constante

égale a .

Montrons par récurrence que pour tout n € N, P(n) est vraie.

— Initialisation : Pour n = 0, P(0) est vraie car Uy = 0.

— Hérédité : Soit n € N. On suppose que P(n) est vraie. Montrons P(n + 1). On remarque
que hq réalise une bijection de [0, 1] dans [0, 5]. Comme [0, 1] = K,, U U, on en déduit que

[0, 3] = ho(Ky) U ho(Uy). De méme, [2,1] = hy(K,) U hi(Uy,). On obtient alors que

U = 011 (halI) U (,)) = U U | 3.3 [ (1)

En particulier, les sous-intervalles de U, sont | £, 2] et les intervalles ho(J'), hy(J') ot J'

est un sous-intervalle de U,,.

— SiJ :H, %[ Pour tout m > n + 1, par définition, g,, = T(gm_1) oum —1 = n. On
en déduit que g,, est constante égale a % sur J.

— Si J un sous-intervalle de U,y de la forme ho(J’) ot J’ est un sous-intervalle de U,,.
Par récurrence, il existe oy tel que pour tout k > n et tout € J', gi(x) = ay.

Soit m = n+ 1, comme J C [0, £[, pour tout z € J,

() = T{gn-1)(#) = 39m-1(32) = 5



En effet, si z € J alors 3x € J'. On pose alors a; = %ay.

On fait de méme si J est de la forme hy(J').
— Par récurrence, pour tout n € N, P(n) est vraie.
Soit x € U. D’apres la question précédente il existe € > 0 et n € N telle que |x — e,z + ¢
est inclus dans U,. On en déduit qu’il existe & € R tel que pour tout m > n, et tout
y €lr —e,x+¢€|, gm(y) = a. En passant a la limite quand m tend vers +oo, on obtient que g
est constante et égale a v sur |z — e,z + €.
On en déduit que g est dérivable sur U et que Vz € U, ¢'(x) =0

Exercice |l

Pour tout t €] — 1,1[ et tout n € N*, [f,(t)] < [¢|* donc la série } -, fu(t) converge
absolument donc converge. Ainsi la série de fonctions Y f,, | converge simplement sur | — 1, 1]}
Soit a €]0, 1].

a) Pour tout ¢t €] — 1, 1] et tout n € N*,

fi(t) = t"sin(nt) + t" cos(nt)
|2 ()] < |t" tsin(nt)| + [t" cos(nt)| < 2a™!
Donc || f}||so,—aa < 2™

Donc la série ) f; | converge normalement sur [—a, al |.

b) Les fonctions f, sont de classe ¢, la série Y _ f,, converge simplement sur | — 1,1[ et la
série Y f! converge uniformément sur tout segment de | — 1,1[. Donc f est de classe €
et pour tout t €] — 1, 1],

[e.o]

f1(t) = > "' sin(nt) + " cos(nt)

n=1
[e%S) o0

_ jm(z tnfle'mt) + 9{2(2 tneint)
n=1 n=1
t(]eit tleit
. R .
1 —tett + el — tett
Jm(e (1 — te™™)) + Re(te (1 — te ™))
(L= (1 te i)

sint 4 t cost — t2

I
QQ

m

!/

£ =

1) 1 —2tcost+t2

¢) Soit g : t > arctan ({£52L).

Pour tout t €] — 1, 1],
) (sint + tcost)(1 — tcost) — tsint(—cost + t*sint) " 1
9 - — 2 t2sin? ¢
(1 —tcost) 1+ Gty

sint — tsintcost + tcost — t2 cos®t + tsint cost — t2sin’t
1 — 2tcost + t2cos2t + t2sin’ ¢

= f(t)

et £(0) = 337,00 = 9(0).
Donc |Vt €] — 1,1]  f(t) =g(t)|




3) a) Pour tout n € N* et t € [—1,1],

te't(1 — tme™)
A ()] = |3 _
[Au(0) me—
< te't(1 — téeint)
1 —tet
. 2
S |1 - teit|

Or la fonction t — ﬁ
jamais car si |t| < 1 alors |te| < 1, et si |t| = 1 alors te®

Notant M sa borne supérieure (qu’elle atteint), on a :

est continue sur le segment [—1, 1]
=e

(le dénominateur ne s’annule

+ £ 1), donc elle est majorée.

pour tout n € N* et t € [—-1,1], |[A, ()] < M

b) Soient n € N et t € [—1,1].

i t* sin kt B "L Ag(t) B i A1 (1)
k B k k
k=1 k=1 k=1
_ i A(t) = At
p k —~ i+ 1
n—1
1 1 A, (t
k=1
_ ”i At) At
— k(k+1) n
c) Posons gy :t € [-1,1] — kf(lﬁg)

Onavk > 1 ||gklleo-11 < k(k+1)

< kMQ Donc

la série Y g converge normalement

et

donc uniformément sur [—1, 1].

Par ailleurs la suite de fonctions (A, /n) converge uniformément vers la fonction nulle car

1 An /1o 1) < M/n.

Donc la suite de fonctions ¢ — > "7, fx(t) converge unirformément sur [—1, 1]. Ainsi la série

de fonctions

Zk>1 fr converge uniformément sur [—1, 1]

F&) = ge(t)+0

. De plus pour tout ¢t € [—1, 1]

(bien remarquer le fait suivant : les deux séries Y fx et > gx convergent uniformément et
ont méme somme, mais on a convergence normale que pour la série > gy ).

Par continuité des f; (ou des gx) et convergence uniforme,

+o00

d) 3 == (1)

n=1

f est continue sur [—1,1]|.




Comme f est continue en 1,

—+00

Z sinn
n=1 n
De méme,
“+oo .
Z (_1)71 SInn
n=1 n

tsint
lim f = lim arctan _temE
1 —tcost

1- t—1—

sin 1 .
arctan car arctan est continue

1 —cosl
2sin(1/2) cos(1/2)
2sin?(1/2)

arctan

= arctan cotan(1/2)

T—1
2

g — arctan(tan(1/2)) =

tsint
lim (—f)=— lim arctan — '
(=1)+ t—(—1)+ 1 —tcost
in 1 2sin(1/2 1/2
—aurctanL = arctan sin(1/2) cos(1/2)
1+ cosl 2 cos?(1/2)




