MP1 / MP2 Devoir Surveillé 2 - Corrigé 2024 - 2025

Exercice

1) La fonction ¢ est continue et positive sur [0, +00[. De plus t2¢~** tend vers 0 en 400 donc g

est négligeable devant ¢ — — en +o0o. Cette derniere fonction est intégrable sur [1, +o0[ donc

@ est intégrable sur [0, +00.

2

2) Comme t +— e~% est continue, la fonction ; est de classe € et pour tout z dans [0, +oo],

—z2

gi(x) = —go(x) = —

oo 2 oo _1 2
3) a) Soit z €]0,+o0], p1(x) = / e dt = / %(—%).e’t dt.

On procede par intégration par parties.

too —1 ] oo
= Tt = | —e - — e Pt

En calculant le crochet (qui converge), on obtient que

o 1 e LR B
p1(r) = i e dt:ﬁe — ’ 2—t26 dt

En particulier, l'intégrale de droite converge.

t

1
b) Quand ¢ tend vers +oo, —e st négligeable devant e~ *. Donc par intégration des

2t oo 1 2
relations de comparaisons pour les intégrales des fonctions positives, x +— / @e_t dt
o e T .
est négligeable devant ¢, : x / e "dt. De ce fait |1 (z) ~ —e |
x z—+o00 20

c) On avu que ¢ était de classe €. Elle est donc continue sur [0, +o00[ et de plus, ¢1(z) ~
T—r+00
1

1
2—6_9”2. Or, z — 2—6_””2 est intégrable sur [1,4o00[ (cela a été vu en 3.a)) donc, par
x T

comparaison pour les fonctions positives, ¢ est intégrable sur [1, +00] et donc sur [0, +o0.

d) On réalise une intégration par parties

/0+°° p1(v)dr = /0+00 Lo (z)dz = [z (2)]g ™ — /0+°° zp) (x)dx

a2
. En utilisant la formule

En effet le crochet converge et vaut 0 puisque ¢ (x) ~ 5
Tr—r+00 T

de la dérivée de ¢, déterminée en 2. on a donc

oo o 1 L™ 1
/ p1(z)dr = / xe " dr = [——e‘” } ==
0 0 2 0 2

4) On veut montrer par récurrence que pour tout entier n, il existe des fonctions (¢, ..., ¥, ) de
classe ¢!, intégrables sur [0, +o0o] telles que



— Yo = o
+oo
— pour tout 0 < k <n, Ypi1:x+— i (t)dt.
1
~ e
Tr—+00 (2$)k

On remarque que la propriété est vraie pour n = 0 (et aussi pour n = 1).

— pour tout 0 < k < n, Yi(z)

On se donne un entier n et on suppose la propriété vraie pour cet entier et on veut la démontrer

pour l'entier n+1. On remarque que, comme v, est de classe ¢! sur [0, +-o00[ et que 1, () ~
T—r+00
1

(22)"

—z2

e~ alors on peut poser

Ypy1 @ T > Uy (t)dt

xX
qui est de classe €’ sur [0, +-o00]. Il ne reste plus qu’a vérifier la formule pour 1’équivalent en +oo.

T

. 2 . ’ . . .
Comme on sait que ¥, () e~" on a, par intégration des relations de comparaisons

~Y
r—+00 (2.%)"
pour les intégrales convergentes des fonctions positives que

+oo +oo
Pngr () = Y (t)dt  ~ / Lot

= T—4-00 (Qt)"

Or, on peut réaliser une intégration par parties sur cette intégrale. Pour > 0,

AR e 2
(Qt)ne dt = (2t>n+1(2t)e dt

xT

1 217 oo 1 2
= |- et —/ e dt
(2t>n+1 . (n + 1)2n+1tn+2

1 /+°° 1 ey,
= ———e " — e
(2z)+ L (n+ D2t

1

PO e dt est négligeable devant

+oo
Maintenant, comme a la question 3.b), x /
. (n+1

o 2 1
T /x (2t>ne’t dt d’ott ¢y,11(2) ete We‘“”Q. Ce permet de conclure la récurrence.
Probleme

| - Etude d’endomorphismes de K[X]

Soit a € K. Soit p = ZZ:O up X* ot d > deg(p),

d d

Eup=p(X+a) =Y w(X+a)f =) w zk: (]:) ab X = Xd: <zd: up <’;) a’H‘) X' e K[X]

k=0 k=0 =0 i=0

De plus,

Vp,q € K[X],Va, B € K, Eq(ap+Bq) = (ap+Bq)(X+a) = ap(X+a)+Bq(X+a) = al.(p)+BE.(q).

Cela montre que E, est un endomorphisme de K[X].
De plus E, 0o E_, = E_, 0 E, = I donc E, est bijective; c’est un automorphisme de K[X].
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2)

4)

e [application J est linéaire par linéarité de l'intégrale.
e Pour vérifier que R[X] est stable par J il suffit alors de vérifier que pour k € N, J(X*) € R[X].
Ona:

k

k+1 k+1 i
p(@+1) =) k+1z( i )x

=0

x+1 1
J(Xk)(x):/ tkdt:k+

On en déduit que J(X*) € R[X].

L’expression ci-dessus montre que deg(J(X*)) = k. Soit p € R[X] de degré d, qu'on peut écrire
p= ZZ:O apX* avec ag # 0. On a
d—1
Jp=asJ(X)+> apJ(XF).
” k=0

de degré d
de degré < d—1

Ainsi deg(Jp) = d.
- Injectivité. En particulier pour p € R[X] on a I'implication :

Jp=0=deg(Jp) = —1 = deg(p) = -1=p=0.

Donc Ker(J) = {0} et donc J est injective.

- Surjectivité. Soit p € R[X]. Posons d = deg(p). On vient de voir que R,4[X] est stable par J, et
I'endomorphisme J; induit par J sur Ry[X] est injectif (car Ker(J;) = Ker(J) NR4[X] = {0}),
donc bijectif car Ry[X] est de dimension finie, donc il existe ¢ € Ry[X] tel que Jy(q) = J(q) = p.

+o0
Question classique. Commencgons par montrer que pour tout £ € N, l'intégrale / e tthdt
0
converge. En effet, pour k € N, la fonction f; : t — e 't* est continue sur [0, +oof et fi(t) =

K (+). Comme ¢ — % est intégrable sur [1, +ool, la fonction f; est intégrable sur [1,4o00[ et

+oo
donc / e 't*dt converge.
0

+o0
Posons alors pour k € N, [, = / e tthdt
0

On peut alors réaliser une intégration par parties. Pour k € N,

ttk+1 e o tk+1d 1
L= |e - g = ]
k {e k+1L i), ¢ 1kt

puisque le crocher converge et vaut 0 étant donné que e *t**1 — 0.
t——+00

De plus, Iy = 1 et donc, par récurrence immédiate, pour tout k € N, I, = k!.

On vérifie aisément que L est linéaire, par linéarité de la dérivation et de 'intégrale.
Pour vérifier que K[X] est stable par L il suffit de vérifier que pour k € N, L(X*) € K[X].
On voit que L(1) : z — 0 € K[X].



Pour k > 1:

L(X*)(z) = — /O+<>0 e 'k(z + )" 1dt

k-1 o
= —kZ i k-1 e i1t
— ' z'

1=0 0
k-1
kE—1
-k | ,k—1—i
()
k—1 1
— —k' k—1—1i
Z (k—1—1)
1=0
k—1 .Z'J
=—kl) — (changement d’indice).
=0 7°

Donc on a bien L(X*) € K[X].
Par contre, L n’est pas inversible : en effet L(1) = 0, donc Ker(L) # {0}.

Il - Formule de Taylor pour les endomorphismes shift-invariants de K[X]

6) eVacK, E,0ol=10FE,=F,.

De plus I(X) = X ¢ K* donc I n’est pas un endomorphisme delta.

Va € K, Vp € K[X], Do Ey(p) = (p(X +a)) = p'(X +a) = E, 0 D(p).
De plus D(X) =1 € K* donc D est un endomorphisme delta.

Soit b € K. Va € K,

E,o Ey(p) = p((X +0) +a) =p((X +a) +b) = Eyo Eu(p)

De plus Ey(X) = X 4+ b ¢ K* donc E} n’est pas un endomorphisme delta.
Va € K, Vp € K[X]. Pour tout z € R,

z+1

ToE)e) = [ peradt = [ pdi=J@)e+ @) = Eo Jp))
De plus J(X) = 3((X + 1) — X?) = X + 1 ¢ K* donc J n’est pas un endomorphisme
delta.

Va € K, Vp € K[X],

“+oo
Lo E,(p)(x)=— /0 e 'p'((x +a) + t)dt = E, o L(p)(x)

De plus L(X) = —1 € K* donc L est un endomorphisme delta.
7) Vérifions que (S, +, -, 0) est une sous-algebre de (£ (K[X]),+,-,0) :

e On voit que S est stable par combinaison linéaire : pour 77,75 € S et a, 5 € K, on a :
E,o(aTy+ PTy) =aE,0Tys+ PE,0Ty =aTlyo0 E,+ 10 E, = (aT4 + f13) o E,.
e On voit que S est stable par o : pour 77,75 € S, on a :

E,o(ThoTy)=TyoE, 0Ty = (T) 0Ty) o E,.
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10)

11)

12)

e Enfin 7 € S d’apres (6).
L’ensemble des endomorphismes delta n’est pas stable par + ni par o, parce que par exemple
D+ (—D) et Do D ne sont pas des endomorphismes delta.
En effet (D —D)(X)=0¢ K" et (Do D)(X)=0¢ K"
Soit p € K[X] et d son degré. On a D*p = 0 pour k > d donc la somme de 1’énoncé est une
somme finie donc bien définie, et de plus >~ arDFp = ZZ:O apD*p est un élément de K[X]
en tant que somme de polynomes.

+oo

Commengons par vérifier que Y. a; D" est linéaire. Pour p,q dans K[X] et A\, u € K. On note
k=0

d un entier supérieur a deg(p) et deg(q). Comme dit ci-dessus,

400 d

d d +oo +o0
Z arDF (\p+pq) = Z arDF (Ap+pq) = A Z arD*p+p Z apD*q =\ Z arD¥p+p Z a,D¥q
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Notons encore d le degré d'un polynome p € K[X]. Soit a € K. Alors en utilisant que E,p est
aussi de degré d et que D et donc toute puissance de D est shift-invariant,

((:ioakp’“> oEa)pZ ((kzd%akD’f) oEa>p: (an (;‘loakm))p: (an (iaw’“

Supposons Y %0 ap DF = >7,°0 b, D*. Evaluée en p = X™ pour n donné, cette égalité donne
> apDF(X™) =) b DF(X™).
k=0 k=0

Comme chaque terme D¥(X™) est un monome de degré n — k, le coefficient constant dans cette
égalité donne nla, = n!b, donc a,, = b,,.

L’implication < est immédiate car nous avons vu en (9) que tout endomorphisme de la forme
> nep arD¥ est shift-invariant.

Réciproquement, supposons T shift-invariant et notons S = > 32 (T'q;)(0)D* qui est aussi
shift-invariant. Soit n € N, on voit que

Stn = i@%)(owkqn - i(qu(owkqn — Tu(0) + 3 (T 0)anr

En évaluant en 0 on obtient que S¢,(0) = T'¢,(0). Par linéarité, on en déduit que pour tout
polynome p, Sp(0) = Tp(0) car (¢, )nen engendre K[X]. Il suffit alors d’utiliser que S et T" sont
shift-invariant. On en déduit que pour tout a € K,

Sp(a) = (Eq 0 Sp)(0) = (S(Eap))(0) = T(Eap))(0) = (Eq 0 Tp)(0) = Tp(a)

Les fonctions Sp et T'p sont égales en tant que fonctions polynomiales et donc en tant que
polynomes. On a bien S =T

Deux endomorphismes shift invariants sont d’apres ce qui précede nécessairement de la forme
Ty = > oaxD¥ et Ty = 3702 b D, avec (ay) et (by) dans KN. Soit p un polynome et
d > deg(p), Tip et Top sont de degré inférieurs a d. On en déduit que

d

d d d
(Ty o Ty)p = (Z arD¥ oy ka’“> p= (Z Doy aka> p=(TyoTy)(p)

n= n=0
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13) Le résultat de (11) appliqué a T' = E, donne pour tout p € K[X] et a € K :

deg(p) deg(p) deg(p) ok
p(X +a)=E,p= Z Eqaqi(0 Z ar(a)p® = Z Ep(k)-
k=0 k=0

On reconnait la formule de Taylor pour les polynémes

tk:—‘rl 1 1
14) On applique (11) a T = J. On a Jg(0 / — dt = { +1)'] (k’—l— ok donc pour
‘Jo
p € K[X]:
deg(p)
Jp=>Y "
p (k+1)!

15) On procede comme dans les questions précédentes avec T'= L. On a T'qy = 0, et pour k € N* :

Lq,(0) = — /+00 e_ttk—i1 dt = -1 d’apres (4).
0 (k—1)! 7

Ainsi la question (11) donne pour tout p € K[X] :
+o00
— Z D¥p.
k=1
16) On pose n(T) = min{k € N : Tq,(0) # 0}. Alors pour p € K[X] de degré d,

- o0 0 sid<n(T)
Tp = _Z qu(o)p( {Zk L qu(()) (), sidz=n(T).

Ainsi
-1, sid—n(T) < -1

deg(Tp) = {d— n(T), sid—n(T)>—1,

d’ou la conclusion voulue.
17) ker(T) = {p € K[X] : deg(Tp) = —1} = Ky(r)—1[X] d’apres la question précédente.
18) e Supposons (i) et montrons (ii).
T étant inversible on a ker(T") = {0} donc 1 ¢ ker(7T'), et donc T'1 # 0.
e Supposons (ii) et montrons (iii).
OnaTl= Zdeg(l) Tq,(0)D*1 = Tqy(0).1 # 0, donc T'qo(0) # 0, et donc n(T) = 0.
La question (16) donne alors Vp € K[X], deg(Tp) = deg(p).
e Supposons (iii) et montrons (i).
L’hypothese donne immédiatement ker(7") = {0} : pour p # 0, on a deg(Tp) = deg(p) # —1
donc T'p # 0. Ainsi T est injectif.
Il reste & montrer que 7' est surjectif. Soit p € K[X] de degré d. K,[X] est stable par T
d’apres (16), et 'endomorphisme induit par 7" sur K4[X] est injectif donc bijectif car Ky[X] de
dimension finie), donc il existe ¢ € K4[X]| C K4[X] tel que T'q =

19) Supposons T inversible. Pour a € K, E_, est egalement 1nver81ble avec E 1=F,.
Onadonc E,oT ' =E}oT ' =(ToE_,) ' =(E_,0T) =T7'0E, Donc T
shift-invariant.

a



20)

21)

On sait que T est de la forme 7' = >".° a. D* avec oy, = T'q1.(0).

L’égalité de (11) donne T'X = X + al, donc 'hypothese TX € K* donne ag = 0 et ay # 0.
e Analyse Soit U un tel endomorphisme. Par la question 11) il existe une suite (3,)neny € KY
telle que U = >"32 BxD*. On a alors (dans les notations de la question précédente) Vp €
K[X] S202, arp® = 370% 0 Bep™ Y Ainsi 00 ar DF = 370 ) B DFH! donc par la question 10)
ona:VkeN S =agy.

e Synthése Posant U = >3 ax1D* on a pour tout p € K[X] (Do U)p = Y o0y apyiptty
donc Do U =7 a1 D¥' = T. De plus U est inversible par (18) et car Ul = oy # 0.

o Fremple 1. Si'T'= D, c’est immédiat : T'= Do I donc U = 1.

e Ezemple 2. Si T = L, comme par la question 15) on a L = > 2 (=DF), on a U =

Yiso(-DM) =L-1

22) p est non nul donc deg(p) > 0. Comme ici ap = 0 et oy # 0, on a n(T') = 1, et la question (16)

23)

24)

25)

26)

donne donc deg(T'p) = deg(p) — 1.

Par la question 17) on a : ker(T') = Ky _1[X] = Ko[X].

On a ainsi ker(T") # {0} donc 0 € Sp(T). Par ailleurs pour A # 0 un polynéme p non nul ne
peut pas vérifier Tp = Ap puisque deg(Tp) = deg(p) — 1. Donc aucun scalaire A non nul n’est
valeur propre, et finalement Sp(7") = {0}.

Nous avons déja remarqué que K,[X]| était stable par T, donc la restriction de 7" a K, [X]
définit un endomorphisme 7,, de K, [X].

On sait que 0 est la seule valeur propre de T et que ker(7" — 0.I) = Ko[X]. Donc T;, est
diagonalisable si et seulement si K,,[X] C Ky[X], c’est-a-dire si et seulement si n = 0.

La question (22) donne Im(7},) C K,,_1[X]. Par ailleurs
Ker(7},) = Ker(T) N K, [X] = Ko[X],

donc le théoreme du rang donne dim(Im(7},)) = (n+1)—1 = dim(K,,_1 [ X]). Ainsi par inclusion
et égalité des dimensions on a Im(7},) = K,,_1[X].

Soit p € K[X] de degré d. On a p € Im(Ty41) donc il existe ¢ € Kgy1[X] (et donc dans K[X])
tel que Ty11(q) = T(q) = p. Donc T est bien surjective.

1l - Suite de polyné6mes associée a un endomorphisme delta

qo est évidemment déterminé de maniere unique par gy = 1.
Fixons n € N*. Supposons que qq, ..., ¢,_1 existent et sont uniques, et montrons qu’il existe
un unique r € K[X] tel que

deg(r)=n, r(0)=0, Qr=q, 1

(ce polynome pourra alors étre noté gy ).

Comme deg(g,—1) = n — 1, (24) donne 'existence de ry € K[X] de degré n tel que Qro = gn—1.
Ensuite comme ker(Q) = Kq[X] les solutions de 1'équation Qr = ¢,,_; sont les polynémes de la
forme r =ro+a avec « € K. Onar(0) =0 < a = —ry(0). donc le polynome r = rq—1(0) est
I'unique élément de K[X| vérifiant Qr = g,—1 et 7(0) = 0, et on a bien deg(r) = deg(r¢) = n.
On procede par récurrence. La propriété est évidente pour n =0 car 1 = 1.1.

Soit n € N tel que la propriété soit vraie au rang n.

Fixons y € K.

On a par hypothese de récurrence : E,Qqni1 = > p_o @n—k(¥)Qqr+1. De plus E,Q = QE,,.



Ainsi Q(EyGni1 — D j—o In—k(Y)qrs1) = 0 done Eygni1 — 320 da-r(Y) @i € ker(Q) = Ko[X]
(par (22)).

Il existe donc a € K tel que Eygni1 — Y oo Gn—k(Y)@rr1 = cv.
Evaluant en 0, il vient : ¢,41(04+y) — > 71—y ¢n—k(y).0 = a donc a = ¢,+1(y).

Ainsi .
Q1 (X +y) — Z Gn—1(Y)qk+1 = Gni1(Y) = ¢ur1(¥)q
k=0
et donc
n+1
qn+1 X + y Z dn— k Qk+1 Z qn+1—k(y)Qk
k=—1 k=—0
Ceci pour tout y € K, donc
n+1
Yo,y €K guia(@+9) = Y gnpr-s(®)an(x)
k=—0

27) e Analyse Remarquons que si () est un endomorphisme delta alors Q(qy) = 0 car ker @ = K[ X].
Comme (g, )nen est une base de K[X] (car Yn € N deg(g,) = n) il existe un unique endomor-
phisme @Q € L£)(K[X tel que Q(qo) =0 et Vn € N* Q(¢,) = gn_1
e Synthese Soit () 'endomorphisme défini ci-dessus.

Comme ¢; est de degré 1, il existe a € K* tel que X = aq; et on a QX = aqy € K* car
deg(qo) = 1.
Vérifions que () est shift-invariant.

Soit y € K.
Pour tout n € N

EyQtni1 = Eygn = an K(Y)ak = an H(Y) Q1 = (Zank(y)QkJrl)
k=0

= Q( Z Gt (V) @hs1) — Q@1 (¥)%0) = Q@1 (X + ) — 0= QEygnsa
k=—1
et £,Qq = E,0=0=Q0=QE,q
Comme (g, )nen engendre K[X] (on montre par récurrence sur n que tout polynome de K, [X]

est combinaison linéaire de (qo, - . ., q,), 'hérédité résultant d’une division euclidienne par ¢,)
et ) est linéaire, F,Q) = QE,, cqfd.

28) (qo, - - -,qn) engendre K, [X] (cf question précédente) et son cardinal est n + 1 = dim(K,[X])
donc c’est une base de K,,[X]

29) Les relations Qqy = 0 et Qqx = qx—1 pour k € [1,n] donnent la matrice M de @,, dans la base
(q07"'7Qn) :

Par conséquent tr(Q,) = tr(M) = 0, det(Q,,) = det(M) = 0.



