MP1 / MP2 Devoir libre 4 2024 - 2025

Exercice |
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1) Montrer que F(z) ~ —(Inx)?

z—+00 2

1
2) Montrer que F(z) = 5(111 r)? +C + o (1) ou C est une constante que l'on exprimera a l'aide
T—>+00

d’une intégrale.

3) Calculer C.
+o00 1 2 +oo (—l)k_l

On pourra admettre que Z ol % et que pour tout X €]0,1[, In(1+ X) =
k=1
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1) Deuz cas particuliers. Soit B > 0. Soit g € €°([0, ]) telle que g(0) # 0.

a) Montrer que

+oo
On donne la valeur de I'intégrale de Gauss : / e dg =
0

B
/ e g(x)de ~ @
0 t—+oco ¢

Indication. Pour t > 0, on pourra construire une fonction g; continue par morceaux sur [0, 400/,

bornée, telle que
B 1 [T
/ e g(x)dr = / e " gi(u) du.
0 t Jo

B o V7 g(0)
A e g)dr xS

Soit f € €%([a, b)) telle que f(a) # 0 et p € € ([a,b]). Pour tout parametre ¢ € R, on note

b) Montrer de méme que

Ft) = / @) f(2) da

Les deux cas étudiés & la question 1) correspondent & op(z) = = et ¢(z) = 22

et b= (.
2) Cas ot ¢ n'a pas de point critique dans [a,b]. On suppose que ¢'(z) > 0 pour tout z € [a, b].

respectivement lorsque a = 0

a) Montrer que ® : z — ¢(x) — ¢(a) réalise une bijection de [a, b] sur un intervalle de la forme [0, 3],

et quelle est de classe €.
b) Montrer que
=149 f(a)
trtoo /(a)t

(1)

Indication. On se ramenera au cas traité a la question 1.a) a I’aide d’un changement de variable.



3) Cas ot ¢ a un point critique en a. On suppose maintenant que ¢ € €2([a,b]), ¢'(a) = 0, ¢"(a) > 0,
et ¢'(z) > 0 pour tout z €]a, b].
a) Montrer que la formule ¢(x) = \/p(x) — p(a) définit une fonction de classe € sur [a, b]. Calculer
¥'(a).
b) Montrer que v réalise une bijection de [a, b] sur un intervalle de la forme [0, 5].

¢) Montrer que

e e_up(a)f a

F(t) ~ ” ( )
t—+oo \| 20" (a) Vit

Indication. On se ramenera au cas traité a la question 1.b) a I’aide d’un changement de variable.

On admettra que le résultat se généralise de la fagon suivante;
Résultat 1. Soit f € €°(]0,+oc[) et p € €2(]0,+00[). on suppose qu’il existe un unique ¢ > 0
tel que ¢'(¢) = 0. On suppose de plus que f(c) # 0 et ¢”’(c) > 0. On suppose finalement que

+oo
/ e#@) | f(2)| dx converge. Alors,
0

+oo o2 e f(c)
—tp(z) ~
/o ‘ f@)de v ') Vvt

—+o00
4) Application. Pour tout n € N*, on note I'(n) = / 2" e % dz.
0

a) Montrer la convergence et calculer I'(n) pour tout n € N*. On utilisera une récurrence.

b) En déduire I’équivalent suivant
nl o~ V2rnitie

n—-+o0o

Indication. On réécrira d’abord I'(n + 1) sous la forme

+oo
T(n+1)=n"t! / e~ M@na) qy.
0



