MP1 / MP2 DL 3 - Corrigé 2024 - 2025

Exercice |

rlnx
— On voit d’abord que f, est continue par morceaux sur |0, +o0].
— Etude au voisinage de 0. Quand = — 0, f,(x) — % = 0. Ainsi f, se prolonge en une fonction
continue sur [0, +oo[ donc intégrable au voisinage de 0 car intégrable sur le segment [0, 1]. On
peut aussi dire que fo(x) = 0,50(1) et 2 +— 1 = w—lo est intégrable au voisinage de zéro.

Soit a € R. Notons f, : >

— Etude au voisinage de +o00. Pour 8 € R, 28f.(z) ~ 2/t'22Inz donc quand = — oo,
T—r+00

2P f,(x) tend vers 0 si B < 2a — 1 et vers +oo sinon.

Si a > 1|, I'intervalle ]1,2a — 1[ est non vide et prenant 3 dans cet intervalle, fo(z) =
0p—s4+00(25), €t comme § > 1, la fonction & — - est intégrable au voisinage de +oo (elle Pest

sur 1, +oc[). Donc f, aussi d’olt [, fa [converge].

Si v < 1|, 2fa(z) tend vers 400 quand & — 400 donc = = 0,40 (f(2)) et comme x — =
n’est pas intégrable au voisinage de +00, f, ne I’est pas non plus. La fonction f, étant positive,

T J = Jyp o ol [diverge],

Pour le calcul, pour b > 0, posons

rlnzx

b
Fo) = —d
O = | ara
b
T
= /C; mlﬂl‘dl‘

LT /b 11, ot u
= |———Inz| — | ——————dx par intégration par parties
o+a2) YT 20+ P s parp

S (Y R
= |-——hz| - | ———— xdx
L 2(1422) |, )i 222(1+2?)
[ 1 b 1
= _—mlnx_a—/l —mdu par cdv de classe C' :u = 2?, du = 2zdx
- 1b b2
1 1/1 1
S Sl d
_2u+x%“?1+ﬂ14(u u+1)“

= —£+llni+0
21402 4 k41

ou C est une constante.

ca.

lim F(b)=C

b—+00

Inb Inb
r %NE—Q quand b — +o00. De plus

F(b) = —;Jrl lnb—lln(b2+1)+0—ﬂ—lln(b2+l)+6‘—>0
S\ 2(140?) 2 4 C2(1+82) 4 b0

Donc/ fo=lmF —lim F = 0.
0 400 0



On pouvait aussi établir ce résultat en prouvant que 'intégrale est égale a son opposé en utilisant le

1 d
changement de variable x = —, dx = o
u

Exercice |1

1) Soit n un entier non nul.
sin(2nz) cos(x)

La fonction f, : & + sin(2nz)cotan(z) = ‘ est continue sur ]0, 7]. De plus,
sin
2
fol(z) ~ T _ 9n. La fonction est ainsi prolongeable par continuité en 0 (ou f,(x) = 00(1))
z—0 n z—

donc u,, = / ’ fu(z)dx converge.
0

sin(2nz) % sin(2nz)

De méme z — est prolongeable par continuité en 0 donc l'intégrale v,, = / ——dx
0 x

converge.

2) Soit n un entier non nul

X

_ /; (sin(2(n + 1)x) — sin(2nx)) cos(x)d

sin x

B 2/727 sin(x) cos((2n + 1)x) Cos(x)dx

sinx

Unp4+1 — Un

= /072r cos((2n + 2)x) + cos(2nzx)dz

sin((2n +2)z)  sin(2nz)]?
2n+2 2n 0
On en déduit que u,+1 = u,. Donc u, ne dépend pas de n.
1
3) On considere sur |0, 7] la fonction A : z +— cotan(z) — —
T
a) Pour = # 0,
rcosx — sinx x—%g—x-l—%%—o(x?’) x
rsinx 22 + o(z?) =0 3

La fonction A se prolonge donc par continuité en posant h(0) = 0.
b) La fonction h est de classe € sur |0, 5]. De plus elle est continue en 0.
Pour = # 0,

. 4
, 1 1 sin’z —2? -5 1
h(m):—T+—2: T3 ~—2 5
sin“x « r?sin“x =0 x* z—=0 3

La dérivée h' tend donc vers —% en 0 donc, par le théoreme de limite de la dérivée, h est

dérivable en 0, h/(0) = —3% et donc h est une fonction de classe € sur [0, 3].

4) Soit f une fonction de classe € sur [0, 7). Par intégration par parties, pour p > 0 :

lb=%ff®ﬁm@@®ﬁ=Lf@f%fwyi+%Agf@N%@@¢v

Maintenant, f et f’ sont continues sur le segment [0, 7] donc elles sont bornées. Il existe donc
des réels positifs M et M’ tels que

Vo € [0, 3] 1/ (@) < M et |f'(@)] < M

2



On a alors,

oM M’
| < — + :
P 2p

On en déduit par encadrement que

™

lim : f(z)sin(pz) = 0.

p—00 0

En appliquant ce résultat a la fonction h, on en déduit que la suite (u,, — v,) converge vers 0.

sin x
T

5) a) La fonction ¢ : z — est continue sur |0, +oo.

() ~ ¥ — 1 done o(x) = 00(1) et ainsi ¢ est intégrable au voisinage de zéro.
z—0 z—

X —cosz ¥ X cosx —cos X
Pour tout X > 0, o(x)dr = — 5—dr = ————+cosl+cte+ o (1)
1 X 1 1 e X X—o0

COsS T
T2

1 o
car puisque T _ 0 (=), l’intégrale/
1

2 z—00 " T2

dx converge absolument donc converge.

C —eosX o (4 —>OX()d—> 1+ cte, d " ()
omme X = P X P s ) @e\r)ax P COS cle, onc ) @e\r)ax

converge.
Ainsi / o(z)dx converge.
0

b) Pour tout n € N*, v,, = v, — u,, + u, = v, — u, + uy d’apres la question 2.
On en déduit en utilisant 4) que la suite (v,,) converge vers u;.
Maintenant
T

U = /2 sin(2z)cotan(x)dx = /2 2 cos®(z)dx = /2 (1 + cos(2x)>dx =5
0

0 0

De plus en faisant le changement de variable v = 2nx dans v,, on obtient

o — /2 s1n(2m:)dx :/ sin(u) .
0 x 0 u

du converge et comme nw  —  +00, la suite (v, ) converge vers la valeur
u n—-+4o00o

0
de cette intégrale.

* sinu

Comme

Par unicité de la limite de (v,,),

T sing m
dr = -
0 x 2
o0 gin?(z)
6) Calculons pour commencer s —d.
0 x
sin?(z

Commencons par remarquer que la fonction 6 : z — est prolongeable par continuité

72
en 0 en posant #(0) = 1. On considere donc une fonction continue sur [0, +00[. De plus, pour

1 +oo
r > 1, |0(z)] < el On en déduit, en comparant avec l'intégrale / L2 aue I'intégrale
1

20 sin?(z)

dx converge.

22
0




On réalise alors une intégration par parties :

/+°° sin(v) {_stﬂ] e . /+°° 2 cos(z) sin(z) |

2

T z T
.2 ) 2

R sin“(x 1 . sin“(x sin“(x

ol le crochet converge et vaut 0 car (z) < —etdonc lim (z) = (0 et que (z) ~
X xT T—>+00 T €T z—0

72

— ~ I

T x—0

En particulier, 'intégrale de droite de I'égalité converge. Maintenant, on a

/+°° 2 cos(z) sin(x) i — /+°° sin(Zx)dx _ 1/+°° sin(u)du _ /+°° sin(u)du
0 0 0 0

T T 2 U

oll on a réalisé le changement de variable x = 2u.

+00 (102 +oo L3
Finalement, / sin”(z) dr = / wdu = g
0 0

x? u
00 L33
sin”(x

Calculons maintenant / § )d:c.

0 x

. . sin®(z) L
On remarque de méme que la fonction ¢ : x — 5 est prolongeable par continuité en
T

0 en posant ¢(0) = 1. On considére donc une fonction continue sur [0, +oc[. De plus, pour

1 Feo
r = 1, |o(x) < et On en déduit, en comparant avec 'intégrale / —3» due lintégrale
1

20 sin?(z)

dx converge.

3
0

On réalise alors une intégration par parties :

/+°° sin®(z) . {_ 1 sin3(x)} e 1 /+°° 3 cos(z) sin®(z) "

x3 2 22 |, 2 x?
.3 .3
. sin®(x 1 . sin®(x
ou le crochet converge et vaut 0 car 2( ) < — et donc lim 2( ) = 0 et que
x J,‘3 T——+00 x
sin®(z) 3
~ — ~ .

172 x—0 [Ez x—0
En particulier, 'intégrale de droite de ’égalité converge. Maintenant, en intégrant de nouveau
par parties, on a

dr = - +z dz

2 2 2

2

1 /+°° 3 cos() sin?(x) 1 {_3005(1‘) Sin2(:c)]+oo 3 /+°° —sin®(x) + 2 cos?(z) sin(x)

T T

0

La encore, le crochet converge et vaut 0 par des calculs similaires aux précédents. Cela montre
que Pintégrale de droite converge. En utilisant que cos?(z) = 1 — sin?(z), cette derniere vaut

alors boo i
§/ sin(z) — 3sin (x)dx
0

2 T

On peut alors linéariser sin®(x) :
.3 L. .
sin’(z) = ~1 (sin(3z) — 3sin(x))

4



On obtient alors

+o0 Sins(x)dl‘ _ 3 +20 3sin(z) + % (sin(3z) — BSin(x))dx _ 3 e Mdm _ o de
J J (] i)

3 2 T 8 T T

En utilisant le changement de variable u = 3x dans la premiere des deux intégrales de droite,

on obtient o . .
/ sin(3x) dp — 1/ smu(u) du— / sin(u) du
0 x 3 Jo 3 0 u

+00 L33 +00 o 3
Finalement, / — (x)da: = 3/ sin(u) du = 2%
0 0

3 4 U 8




