MP1 / MP2 Devoir Surveillé 1 - Corrigé 2024 - 2025

Probléme |
Partie |
1) a) Pour ¢t # 1, la formule de la somme des termes d’une suite géométrique nous donne

ptl 1 — pt2 1 p+2

=1 Pt = — _ .
Z T Tt 1-—1¢ 1-—t¢ 1-—1¢

tp+2
1—t

1
On obtient alors que : Vt#£1 T—7= T4t4+t2 4. +t2H 4

est continue sur [0,1/k]. On peut donc intégrer

Maintenant pour £ > 2, la fonction ¢ > 7

les deux termes. Maintenant,

/Ol/k —dt = [~In(1 - ] = ~In (1 - ;) .

De méme,

1/k P2 1/k 1/k 1/k 1p+2
/ 14+t4+2+.. . +tPH 4+ ——at = / 1dt+/ tdt+---+/ tp+1dt+/ dt
1
k

1 1 1/k yp+2
= +/ di
0

M R ) 1—¢

o 1 1 1 1 1k gp+2
On en déduit que : Vk>2 —ln<1—k> /<:+2/€2+.“+(]?+2W+/0 1—¢ dt

est croissante sur [0, 1], donc

1
b) La fonction ¢ — 1

1 1
1/k],0 < <
Ve 1/K0 < 1= < 1oy

1 1
Maintenant, comme k& > 2, =1/ < =1 = 2.

1k 4p+2 1/k 3 Lk 9
On en déduit que / . dt < 2/ W20 — 9 {] _ (
0

0 — p+3 0 p+ 3)kp+3 ’
Uk gp+2 a(k) 2
Comme de plus / dt est positive, elle s’écrit bien sous la forme oun0<alk) < ——.
0 —t kp+3 p+3

L’égalité voulue est prouvée.

2) a) Onsait que la série E
k>2
comparaison pour les séries a termes positifs que la série E |z| est convergente. Cela implique
k>2

2 est une série de Riemann convergente car p+2 > 1. On en déduit par

que la série E 21 est absolument convergente donc convergente.
k>2



b) On se fixe n > 1.

1
La fonction t iz est décroissante sur R’ . De ce fait pour tout entier & > 2,

L < * 1 dt
kpt2 = ) w2

En sommant pour & allant de n+ 1 a m (ot m > n+ 1) on obtient via la relation de Chasles,

E: T.p+2 < 4‘§dt=: — T = - — - < e

Ceci étant vrai pour tout m > n—+ 1. Il ne reste plus qu’a faire tendre m vers 400 pour obtenir :

1 1
p+2 p+1
k:nJrlk (p+1)n
¢) On se fixen > 1.
Soit m = n+1,
m m m 1
doal < ) lal<M ) o
k=n-+1 k=n+1 k=n-+1

Toutes les séries étant convergentes, en faisant tendre m vers +oo on obtient

“+00 “+00
1 M 1
Z 2| S M Z Jp+2 gp.,.lnpﬂ‘
k=n+1 k=n+1
Partie Il

3) Expression de In(n!) a l'aide d’une suite.

a) 1) Pour tout entier n > 2,

n n k n n n
> ok mk—Z/ Intdt =In | [ % —/ lntdt:ln(n!)—/ In tdt
k=2 k—1 k=9 1 1

k=2 k=2

n

On obtient donc : Vn>2 In(n!) = > v +/ Int dt.
k=2 1

ii) On sait que la fonction ¢t — Int admet pour primitive ¢ — tIn¢—t¢ (sinon faire une intégration
par parties). De ce fait

/lntdt:[tlnt—t]?:nlnn—n—i—l.
1
b) i) Soit k > 2,
1 1 1 1
/(lnk—ln(k—u))du—/ lnkdu—/ ln(k—u)du-lnk—/ In(k — u)du
0 0 0 0

On procede alors au changement de variables ¢t = k — u; dt = —du dans 'intégrale obtenue.

1 k—1 k
/ In(k — u)du = —/ Intdt = / In tdt
0 k k—1

1 k
/ (lnk—ln(k—u))duzlnk—/ Intdt = vy,.
0 k—1

Finalement, on a bien
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1
ii) Soit £ > 2, on procede a une intégration par parties pour calculer / (Ink —In(k — u))du
0

On pose :
1
a(u)zlnk;ln(k‘—u) a’(u):k_u
Blu) =~ B(u) = 1
Les fonctions a et B sont de classe €.
On obtient donc
1
v = / (Ink —In(k — u))du
0
Yu—1/2
= [(Ink—1In(k — u))(u—1/2)]} —/ u=172,,
0 k — U
1 bu—1/2
= 2(lnk—ln(k—1))—/0 k:—udu

c¢) Soit n > 2. On utilise les résultats précédents :

In(n!) = ka—l—/ Intdt (3.a.1)
k=2 !

/1
= Z <2 (Ink—In(k—1)) — wk> +nlnn —n+1 (3.a.di et 3.b.ii)
k=2

1 n
= nlnn—n+ B Inn+1-— kZ_2 wy, (par téléscopage)

4) Etude de la suite (wg)> 2.

a) On procede encore a une intégration par parties. On pose :

1 , 1
alu) = /f—u o (u) —u)p?
Bu)= S —w) ) =u-1/2
Les fonctions a et 3 sont de classe €.
Cela donne :
Lu—1/2 w?—ul' 1w 1Y u—u?
o A F—u ™ Lw—uﬂo 2A<k—w2“ 2A (k—u2™
1 . 1 1
b) Comme u — ——— est croissante sur [0, 1], pour tout u € [0,1], 0 < <

(k —u)?
En voyant de plus que u — u? est positif sur [0, 1] on obtient que

—w? S (k—1)2

0 < —1/1u_u2d <1 /1 CPdu= @ Y1
SUETS L w2 S 202 )y T T 2k— 2 |2 T 3, 12(-1)2

c) La série de terme général wy, est a termes positifs. De plus on a que pour tout k& > 2, wy <
1 1 1

——. Maint t ~ .
12(k —1)2 A o 12 % 1982

obtient que la série de terme général

Par comparaison avec une série de Riemann, on

——— converge, donc la série de terme général wy
12(k — 1)2 8¢ &
converge aussi.



5) Evaluation asymptotique de In (n!).
Soit n» > 1. On reprend la formule vue en 3.c) :

1 n
In(n!) :nlnn—n+§lnn+1—2wk.

k=2
n —+00 “+oo 1
Or, par définition, Z wg = Zwk — Z wp=1-— 5 In(27) — €,,. On obtient alors que
k=2 k=2 k=n+1

1 1
In(n!)=nlon—n-+ §lnn—|— 51n(27r) + en.

1
6) Magoration du reste €y,. On sait que pour tout k > 2,0 < wy < m Posons donc 2z = wg41.
O 1 |2k < M M L t 0
n a alors que |z our M = — et p=0.
WS i P iz P
<2 M 1 1
En appliquant les résultats de 2), on obtient que pour tout n > 1, < — = —.
ppliq ) que p ut n > k};fk\\p+lwﬂ o
=n
+oo +oo 1
Maintenant, pour n > 2, = 2| < ———M—.
p =z Z Wk Z El X 12(n — 1)
k=n+1 k=(n—1)+1
Partie 111

7) Evaluation de g_1 — &

— Premiere méthode : On utilise que

Lu—1/2 1 k—1/2
’Ujk:/ uk /du = /—1+ A /du
0 0

= 1+ (k—1/2)[-In(k - w)]}
= —1+(k—1/2)(—In(k) +In(k — 1))

1 1
— —(k-g)m(1-7)
— Deuxieme méthode : On a vu en 5) que
en=In(n!)—nlnn+n— §lnn - §1n (2m).
On en déduit que

enoi—er = Wn((k—D) —In(k) —(k— )k — 1) + kln(k) + k-1 — k — %m(k: 1)+ %mk

— in(k)
1
= —(k—1)(In(k—1)—In(k)) —1— g(ln(k: —1) — In(k))
1 1
()mrog) -
, 1 11 1 a(k) -
8) a) On a montré en 1.b) que —In <1 - k) =7 + o2 +...+ e + =t En utilisant la



question précédente on obtient :

1 1 N (221 ak)
= (k- )m(1-2)—1=(k-= — 1
o ( 2> “< k) < 2) (Zl TN
B ’§ 1 _’if 1 1 (k—1/2)a(k)
kit &2k kp+2 k
B % 1 _’§ 1 1 (k—1/2)a(k)
N — i+ 1)k = 2k kp+2 k
B fii 1 _’§ 1 1 1 (k—1/2)a(k)
TR A2k 20p+ 2kt R k
B ”i i-1 1 1 (k—1/2)a(k)
C Z 206+ DE 2(p+2)keH2 T 2 k
_ bi . (k)
- Zkﬂ—l +/€z>+2
i=1
i 1 k-3
t by =——————=cet k)= k 2,
en posan 2(z—|—1)(i+2)e (k) 2(p+2)+a() p
2
b) On sait que 0 < a(k) < ——. On en déduit que
p+3
1 2k—1 1
o(k)| < +
[9(k) 2(p+2) E p+3
Maintenant, comme p > 0 ! < 1et ! < 1 De plus ——— =2 — 1 <2
’ b= op+2) Sa % pys S5 00 TR ST
Finalement,
1 2 11
B < -+2="< 1.
PRl < +3=1
9) Une premiére évaluation de ey,.
a) On utilise 1.a) pour t = 1/k et p=0. On a
1 1 1 1 k
—1e iy 1414 20
1 1 k < 1) k k2
S k21— =
k k
1 k 1 s .
en posant 3(k) = T :ﬁzl_’_ﬁ.on en déduit que S(k) est décroissant et que pour
! — _
k
keN,0<1<8(k) <2
b) i) Pour k > 2,
| | . . 1 1
Tl_1 — Te| = 1 — —_ - X
k=1 — Tk i N s
, 1 (k) 11 1 1 1/1 Bk
amtenant -1 = &k = o T 9z YTy Ty k:<1—1/k > k<k+ k2
On a donc,
el | L) e s
A DT N -
1 k k 1 2
On prend donc ¢; = 3 et on obtient |rg_q — rg| = ‘6]5:3) — /182(1{:2 S 3 <1+ 12) = 67;3
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M
ii) On pose zp = rg_1 — k. On vient de voir que |z;x| < TpF1 bour M =17/6etp=1 En

appliquant 2) on obtient que la série Y (r;—1 — r) converge, et que :

Foo M 1 7
Yn>1 -1 < = .
n k:§+1 (’I"k 1 T‘k) p+1 np+1 1272
m
c) 1) Soit m = n+ 1, par télescopage, >, (rk—1—Tk) =7Tn — I'm.
k=n+1
1
Maintenant, r,, = €, — Tom tend vers O car (gy,) tend vers 0 (c’est la suite des restes d’une
m
+oo
série convergente). Donc en faisant tendre vers +o0o on obtient que Y, (rk—1 — %) = Tp.
k=n+1
.. o s 1 1 1
ii) Par définition, pour n>1, In(n!) =nlnn —n + 3 Inn + 3 In (27) + Tom + 7
n
En
rl=| 2 ria )
Or on a vu que |r,| = re_1 —Tg)| < ——, donc
R P 12n?
1 1 1 A 7
Vn>=1 In(n!)=nlon—n+ 51nn+ §ln(27r) + on + ln(;) avec |A1(n)| < 3

Probleme I

1) Soit = €]0, 5.
a) La fonction tan est convexe sur [0, 5[ car sa dérivée 1+ tan? est croissante (car tan est croissante
positive). Donc sa courbe représentative est au dessus de sa tangente au point d’abscisse 0, dont

I’équation est y = tan(0) + tan’(0)(z — 0) = z. Ainsi W.

1
tan?(z)

Comme 0 < tan(z) < x alors

> % donc |0 < — — cotan®z |.
T .2132

b) De méme, par concavité de sin sur [0, ] (car sin” = —sin < 0) ona|sin(z) < sin(0) +sin’(0)(z — 0) = z |

Comme 0 < sin(z) < z,ona & < —

2
— < .
2 S s cotan“z < 1

= 1+ cotan?(z) donc | —
+ cotan®(x) donc o

¢) Soit p > 1 et a,b deux réels,

p—1
al — bP = (a — b)(ap—l + (lp_2b—|— o+ bp—l) — (CL _ b) Zap—l—kbk
k=0

d) Soit p > 1.

-1
1 ) 1 3 1
- R 2 - 2k
o cotan” r = <x2 cotan (x)) E 1R cotan“’ ()

<
k=0
Or pour tout k € [0,p — 1], 0 < cotan?*(z) < ﬁ car 0 < cotan(x) < i
1
De plus 0 < — = cotan? < 1.
x
1
1 ) u 1 1 p
S . p L
Ainsi |0 < = cotan™® x < 1;0952@‘1"‘“) 2R = 20D

(On aurait aussi pu obtenir cet encadrement par accroissements finis de la fonction x + 2%P)



2) Soit p > 1. Comme 2p > 1, la série de Riemann ) k%p converge donc la suite (7},) de ses sommes

partielles a une .

3) a) Soientn > letp > 1.

En sommant membre & membre les encadrements de la question 1)d) en remplacant x par

us

,Zn(n) qui appartiennent bien a 0, §

zi(n),...

n

<y

c’est-a-dire :

[ on obtient :

1 . % . 1
w2 @) <2 ey

(2n 4 1)2(—1)

Sp(n) < p
P N
et donc :
o +1\% on + 1) 2~V
o< (2 g - 500 < o (P nam)
T T
b) Divisant chaque membre de I’encadrement précédent par n? > 0 il vient :
on + 1\ 1 2n +1\*P~V T, (n)
o< (25 - s <o (25 L
Or 2l v 2. Sip > 2 alors L_nl?(n) v 7“2(5071)) =0etsip=1alors T”;}Q(n) = =20

Donc par limite par encadrement

2n + 1\ % 1
( - ) Tp(n) =~ 5p(n) —> 0
et ainsi
1 o+ 1\? 2\ %
s = () Ty o) o (2) ctan)
Partie Il
- 2n + 1
Soit n > 1, on note P, le polynéme P, = kzo(—l)k <2k N 1>X"k.

4) |Le degré de P, est n et son coefficient dominant est (—1)0(2"1+1) =2n+1|
5) a) Soit 6 € D.

sin(2n +1)6 Im (e 2n+1)0)

2n+1 om+ 1

b

(

e
(cos f 4 isin §)?" 1)

> cos?" 1P 9P gin? ¢

) cos?™ 1P g sin? § Tm (iP)



Donc

n

2 1

sin(2n +1)0 = Z <QZ :LL 1> cos? 1= kD) g in2k 1 g Im (i.(—1)*) car P est réel si p est pair
k=0

n

= 3 (- (Zn + 1) cos2nH = (2k+1) g i 2K+ g

e 2k +1
)" <2n * 1) cos?("k) g gin?k—) ¢

m:

_ (Sin2n+1 0)

prd 2k +1
n
2 1
= (sin®*19)) (—1)¥ nt cotan?("F)g
2k+1
k=0
= (sin®?"*!0)P,(cotan?h)
Finalement
9 _ sin(2n +1)0
Pn(COtan (9)) = W
Pour tout k € [1,n], zx(n) € D. En utilisant ce qui précede,
P, (cotan® (wx(n))) sin ke 0
n“(zp(n))) = ——— =
" ‘ sin® 1 (a(m))

On en déduit que les cotan?(z(n))) sont racines de P,.

Or cotan est positive et injective (car strictement décroissante) sur ]0, 2] donc les cotan?(zy(n)))
sont deux & deux distincts lorsque k parcourt [1,n]. Donc P, est divisible par le polynéme

[Tio (X — cotan?(zx(n))).

De plus le quotient est de degré n — n = 0 et son coefficient dominant est % =2n+ 1.

Ainsi | P, = (2n+1) H — cotan®(xg(n))) |

D’aprés les relations coefficients-racines, oy (n) est égal & (—1)¥ fois le coefficient de X"* dans
P, divisé par celui de X", c’est-a-dire :

PG (2n)!
2n+1  (2k+1)!1(2(n — k))!

ok(n) = (=1)

La formule ci-dessus peut se réécrire :

2n)2n—1)...(2n — 2k +1)
(2k +1)!

or(n) =

et ainsi ’ak est polynomiale (de degré 2k) a coefficients rationnels‘ (comme produit de fonctions

polynomiales & coefficients entiers divisé par un entier).

7) On admet que pour tous n,p € N* tels que n > p,

Sp(n) = a1(n)Sp—1(n) + -+ + (1) op_1(n)S1(n) + (=1)Pop(n) p = 0

(démonstration de cette formule dite de (Newton-)Girard en fin de corrigé)

a)

On procede par récurrence forte sur p.

— Initialisation : Pour p = 1. On voit que S; = o1 est polynomiale a coefficients rationnels par
la question précédente.



— Hérédite : Soit p > 2 entier. On suppose que S1,...,Sp,—1 sont polynomiales a coefficients
rationnels sur [1,00], ..., [p — 1,00]
Par la relation admise,

Vn > p Sy(n) = o1(0)Sp1(n) ... — (~1) o1 (n)S1(n) - (~1)Ppoy(n)

Par hypothese de récurrence et par la question précédente, ’ Sy est polynomiale a coefficients rationnels

sur [p, oo.
b) Fixons p € N*.
Par la question précédente,

Vn = p Sp(n) = Zaknk
keN

ou (ay) est une suite de rationnels nuls & partir d’un certain rang.
D’apres la derniere question de la premiere partie,

™2 . Sp(n)
e =(3) " Jim
Donc le degré d de S, est au plus 2p car sinon Sggf) ~ agn® % — Zoo. Finalement ((2p) =
n—oo n—oo
(%)2])@210-

Ainsi | ((2p) est le produit de 727 et d’un rationnel |

c¢) Dans le cas p = 1.

avec S1(n) =o1(n) = (Qn)%ﬁ

Ainsi ¢(2) = (g)z X % _|

C(4) = (5>4 lim 20

2 n—ooo ni

2
avee S(n) = o1(n)Si (n) — 203(n) = (22G=1) " o ERER=DEECR) ong le coefficient de
2 3

5!
4 2 2 _4_ 4 _ ,5-3_ 8
4
7
Ainsi ((4) =| —
Démonstration de la formule de Girard, qui s’applique a n’importe quels complexes y1, ..., Yn
Notons

k n
s= Y T et 5=
i=1

1<i1<...<ip <nj=1

et montrons que pour p < n,
$p— 018p-1+ ...+ (=1)P" Lo, 151 + (—1)Popp =0

e Commencons par traiter le cas ou n = p.
Notant P = (X —41)... (X —yp) = XP — 01 XP~L + ...+ (=1)P0, X", on a pour tout i € [1,p],

0=P(y) =y} —owy} " +...+ (=10,



Sommant ces égalités membres & membre lorsque ¢ parcourt [1, p], on obtient
0=sp—015p—1+ ...+ (—1)Po,p

e Passons au cas général (p < n). La demonstration qui suit est assez subtile et fait intervenir des

polynémes a plusieurs indéterminées (hors-programme).

Remarquons que pour tout k € [1,n], o est somme de monomes de degré k en y1, . . ., y,. Formellement
. . ~ N . , <2 k

on introduit les polynémes a n indéterminées oy, (Y1,...,Y,) = >, <ir<..<ip <p szl Yi;.

Ici un monoéme est un produit d’indéterminées, non nécessairement distinctes, et son degré est le

nombre de ses facteurs.

De méme pour tout ¢ € N*, s, est somme de monomes de degré g.

Donc Q(Y1,...,Yn) = sp — 018p—1 + ... + (=1)P" Lo, 151 + (—1)Po, p est combinaison linéaire (&

coefficients entiers) de monomes de degré p

Considérons un monéme quelconque Y;™" ... YZT” (avec i1 < ... <ip € [1,n] et my,...,m, € N tels
que my + ...+ my, = p) de degré p des indéterminées Y7, ...,Y,. Remarquons que le coefficient de ce

monome dans () est le méme que le coefficient de ce méme mondme dans

Q/(Y;Jla s 7}/ip) = 5;) - O-/IS;)—I ..ot (_1)}70.;]9

ol
k P
! g /o q
A= Y D%, e 4=
1<h<..<lp<pj=1 =1
Icile “prime” ne désigne pas une dérivation mais la substitution de (0,...,Y;,,0,...,Y;,,0,...,Y; ,...,0)
3 (V... Vo).

Par exemple le coefficient de YY) = Y2Y2Y,! est le méme dans

Q = (VPHYS+Y9+Y)) - M+ Yo+ Y3+ V) (Y7 + Y5 + Y5 +Y])
+ MY+ YYs5+ V1Y, + YoYs + YoV, + Ys3Yy) (Y1 + Yo + Y3 + Y))
— (NY2Ys + VYoV, + V1Y3Y) + YaY32Y,).3

et dans
Q = +Y3+Y) - (Vi + Yo+ V) (Y2 + Y24+ Y+ (VYo + V1Y 4 YVaYy) (Y + Yo+ Y)) — V1Y5Y,.3

car substituer 0 & Y3 dans 'expression de Q ne modifie pas le coefficient de Y2Yj.
Or Q' est nul d’apres le premier point de cette démonstration, donc ses coefficients sont nuls.
Ainsi tous les coefficicients de () sont nuls, donc ) est nul.
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