MP1 / MP2 Devoir libre 2 2024 - 2025

Partie | - Exemples de sous-algebres

1) T,,(K) et T,; (K) sont non vides car ils contiennent la matrice nulle.

Soient A = (a; j)1<ij<n, B = (bij) € T,,(K) (respectivement : T/ (K)) et A € K.
Soit C = (¢;;) = AA+ B et E = (e;5) = AB.

Pour tous 7,j € [1,n] tels que i > j (respectivement : i > j),

Cij = )\a,;,j + bi’j =X0+0=0

donc C € T,,(K) (respt : T,/ (K)).
Ainsi T,,(K) et TF (K) sont des sous-espaces vectoriels de ., (K).
Pour tous i, j € [1,n] tels que i > j (respectivement : i > j),

n n
eij =y aipbp; =) 0=0
k=1 k=1

car pour tout k € [1,n], k <iouk > i> j (respectivement : k < iou k > > j) donc a;, =0 ou
bi; = 0. donc E € T, (K) (respt : T,f (K)).

Ainsi T,,(K) et T, (K) sont des sous-algebres de ., (K).

a)

A est non vide car il contient 'endomorphisme nul de £ dans lui-méme car 0 (g (F) = {0} C
F.

Soient u,v € @p et A € K. Soient w = AMu+v et x =uow.

Pour tout f € F, w(f) = Au(f)+v(f) € F car u(f) et v(f) appartiennent a F' et car F est stable
par combinaison linéaire. Ainsi w € o/p.

Pour tout f € F, z(f) = u(v(f)) € F car v(f) € F. Ainsi z € op.
Donc ’dp est une sous-algebre de Z(E). ‘

Soit F une base de F. Par le théoreme de la base incomplete, on peut la compléter en une base
Ede E.

Un endomorphisme u de E appartient & &/r si et seulement si sa matrice dans la base £ est de

la forme (o1 A est la matrice dans F de I'endomorphisme de F' induit par u et

On—pp | C
BeMpnp(K)et Ce My pnp(K)).
L’application de @/ vers M,(K) x My, ,,—p(K) X Mp_p, n—p(K) qui & tout u associe le triplet de
matrices (A, B, C) dans les notations précédentes est bijective et linéaire donc

dim(#p) = dim(Mp(K) x Mpn_p(K) x Mp_pn—p(K))
— dim(M,(K)) + dim(My,p (K)) + dim(My— . (K))

= p*+p(n—p)+ (n—p)(n—p)=p*+n(n—p) =|p*+n’*—np

n 3n?
Vp e [l,n—1] nQ—Pn+p2:(p—§)2+T

est maximal quand |p — §| est maximal, c’est-a-dire quand p =1oup =n —1.

La valeur du maximum est donc [n? —n + 1|



3) Soit I'(K) le sous-ensemble de .#5(K) constitué des matrices de la forme (a

b
0 -1
a) Posons B = (1 0 >

I'(K) = Vect(I2, B) donc I'(K) est un sous-espace vectoriel de M (K).

De plus B? = —I5 € T'(K). On a également Iyls = Iy € T'(K) et I[sB = Bl; = B € T'(K). On en
déduit que tout produit de deux combinaisons linéaires de I, et B est combinaison linéaire de I
et B. Ainsi I'(K) est stable par multiplication.

Donc ’I‘(K) est une sous-algebre de My (R). ‘

b) B n’est pas diagonalisable dans .Z (R) car n’est pas la matrice vide mais n’a aucune valeur propre
réelle car si \ est valeur propre, 0 = det(B — A3) = A% + 1, équation sans racine réelle.

_ab> ott (a,b) € K.

Donc ’F(R) n’est pas une sous-algebre diagonalisable de .Z5(R). ‘

¢) B a deux valeurs propres distinctes i et —i dans C et B € .#5(C), donc B est diagonalisable. Il

existe donc P € GLy(C) telle que B = PDP~! avec D = (S _02>

Pour tous a,b € C, als + bB = aPIL,P~! + bPDP~! = P(als + bD)P~! est diagonalisable car
als + bB est diagonale.
Donc ’I‘((C) est une sous-algebre diagonalisable de .#5(C). ‘

Partie Il - Une sous-algebre commutative de .#,,(C)
Dans cette partie, on suppose n > 2.
Pour tout (ag,...,an—1) € C™, on pose
ag ap—1 -+ 4l
al aq )
J(ao, e ,an_l) =
n—-1 QAan-2 - Ap

Soit o7 I’ensemble des matrices de .#,,(C) de la forme J(ag,...,an—1) ou (ag,...,an—1) € R™.

Soit J € #,,(C) la matrice canoniquement associée a I’endomorphisme ¢ € Z(C") défini par ¢ : ej — €j41
sije{l,...n—1} et p(e,) =e1, ou (ey,...,e,) est la base canonique de R™.

4) J* = Matcqn (") ot can désigne la base canonique de C".
Or pour tout j € [1,n], ¢*(e;) = e, on r désigne I'unique entier de [1,n] congru & j + k modulo n
(“division euclidienne avec offset”).

*

Posant Ji, = (b j)1<i,j<n On a (en notant (e},...,e;) = can® la base duale de can :

1 sit=j4+kmodn
0 sinon

by = ei(he) = {

Autrement dit, en notant r le reste de la division euclidienne de k par n, J* a des zéros partout sauf
sur la ™€ parallele au dessous de la diagonale et, si r # 0, sur la (n — 7)™ parallele au dessus de
la diagonale, ol il y a des 1.

5) J(CLO?"'aanfl) = Z;é aka

6) Par la question précédente, (I,,,J,J2, ..., J" 1) engendre &7, et elle est libre car pour tous complexes
ag, ... ,an_1 tels que Zz;é arpJ¥ =0, on a J(ag,...,a,_1) = 0 d’ott (en considérant les coefficients
de la premiére colonne) ag =a; = ... =ap—1 = 0.

C’est donc une



7) Par la question précédente o7 = Vect(I,.J,...,J" ') donc est un sous-espace vectoriel de .#,(C).
De plus pour A, B € &, il existe ag,...,an—1,b0,...,bp—1 € C tels que A = J(ag,...,ap—1 et
B = J(by,...,bp—1) et on a :

n—1 n—1
AB = (Z apjp)(z aqgt?) = Z apbg J'T € Vect(I, J, ..., ")

car pour tout k € N, J¥ = J" ol r est le reste de la division euclidienne de k par n.
Donc AB € 7. De plus, le calcul de BA donne le méme résultat.

Ainsi ’ 2/ est une sous-algebre commutative de ., (C). ‘

8) Les valeurs propres de J sont les solutions de I’équation :

A 0 0 .. 1
1 =\ :
O=det(J—Al)=|: . . -
0 1 .0
0 0 1 -

Par développement selon la premiere ligne, ce déterminant est égal a
—Adet(T1) + (—1) det(T3)
-A 0 I =2 0

onTi=|1 =X . |en=|0 1 —A sont respectivement triangulaire inférieure et

triangulaire supérieure donc ont des déterminants égaux aux produits de leurs coefficients diagonaux.

Donc
det(J — \I,) = —)\(—)\)”_1 + (—1)1+".1”_1 =(—=1D)"(A\"=1)

Les valeurs propres de J sont donc les racines n°"*®* de 'unité.

Zo
Pour tout w € Uy, E,(J) = ker(J — wl,,) est ’ensemble des X = : tels que
Tn—1

Tn—1 = WITo
Trog — Wxq

Lp—-3 = WLp-2
Tp—2 = WITn-1

ce qui équivaut a :
x1 = x0/w
Ty = 1o /W?

Tp—1 = 2o /w" !

xg = xo/wW"

1
1/w
Comme w™ =1, on a donc | E,(J) = Vect( 1/w? )

1/wn—1




Les vecteurs propres associés a w sont les vecteurs non nuls de E,(J).

Remarque : le calcul de déterminant réalisé précédemment n’est pas indispensable, car le raisonnement
ci-dessus montre que si w € U, alors w est valeur propre car E,,(.J) n’est pas réduit a {colonne nulle}
et que siw ¢ U, et si X € E,(J) alors comme w"x,_1 = Tp_1, 0n & p—1 = 0 puis z,—9 = w.0 =0,
etc... donc w n’est pas valeur propre.

variante : comme U, est de cardinal n, J a au moins n valeurs propres distinctes, et comme elle en
a au plus n, on a Sp(J) = U,.

Comme J a n valeurs propres distinctes, ’ J est diagonalisable dans .#,(C). ‘

9) ’Jz{ est diagonalisable‘ par le méme raisonnement qu’a la question 3)c).

n—1
10) Soit (ag,...,an_1) €C™. et Q = 3 apX*.
k=0
Notant P = ((621277 P)o<pq<n—1 la matrice de passage de la base canonique de .4, 1(C) a la base

propre obtenue a la question 8, on a

J=PDpP™!
. 2im 2iw(n—1)
avec D = Diag(l,en ,...;e n ).
. . ik 2imk(n—1) .
On en déduit que pour tout naturel k, J¥ = P Diag(1, X yo..,en ) P71 puis

J(ag, ... ,an_1) = PAP™!

i 2im 2iw(n—1)
avec A = Diag(Q(1), Q). ..., Q(e™™5)).
Les valeurs propres de J(ao, ..., a,—1) sont les solutions de

0 = det(J(...) = AI,) = det(P(A — AL,)P~") = det(A — ML) = [] (Qw) - )
wely,

Donc ’ Sp(J(...) ={Qw), w e Un}‘ (son cardinal n’est pas toujours n).

Partie Il - Sous-algebres strictes de .#,,(R) de dimension maximale

11) Le plus rapide est de constater que pour A = (a;;) et B = (b;;),

n n
<A B >= tr((z aijbrj)1<ik<n) = Zzaijbij

J i=1 j=1

donc | < .,. > est le produit scalaire canonique sur M,,(R) = RLAI?) |

Sinon, on peut vérifier un a un les points de la définition d’un produit scalaire :

- symétrie : < B, A >=tr(BTA) = tr((BTA)T) = tr(ATB) =< A, B >

- linéarité a droite (< (A > AB+C =X < A, B >+ < A,C >) par bilinéarité du produit matriciel
et linéarité de la trace

- positivité : < A, A >= Z” a?j >0

- caractere défini : si < A, A >= 0 alors A = 0 car une somme de carrés de réels n’est nulle que si
tous ses termes sont nuls.

12) Comme &7 est de dimension finie, &7+ est supplémentaire de .27 donc

r = dim .4, (R) — dim &/ = n? —d

13) Soit M € ., (R).
Comme & est de dimension finie, | .7 = (&7 +)*.

On a donc

Med o (WNedt <N, M>=0)< (Vie[l,r] <A, M>=0)

La derniére assertion implique bien I’avant derniére car tout vecteur de &7 est combinaison linéaire
des A; et < .,. > est bilinéaire.



14)

15)

16)

17)

Soient N € o7 et i € [1,7].
Pour tout M € &,

< NTA;; M >=tr((NTA)TM) = tr(ATNM) =< A;, NM >=0

car A; € o/ et NM € o car o est stable par produit matriciel.

La transposition est un automorphisme de l'espace vectoriel ., (R), donc 27, en tant qu'image
directe du sous-espace vectoriel &/ par I'application linéaire injective qu’est la transposition, est un
sous-espace vectoriel de ., (R) ’de meéme dimension que &7/ ‘ (car la transposition induit un isomor-

phisme d’espaces vectoriels de .27 vers &/T).

De plus .7 est stable par produit matriciel : pour toutes matrices A, B € o/, ATBT = (BA)T € &7
car BA € 4.

Donc | 7T est une sous-algebre | de ., (R).

Soit X € A, 1(R) et soit F = Vect(A41X,...,A4,X).

Soit M € &/T. Alors I'unique antécédent M” de M par la transposition appartient & .. Soit i € [1,7].

Par la question 14), (MT)TA; € &/+ donc MA; € </+. Donc il existe Ap,...,\, € R tels que
MA; =% MeAy.

T
M(AX) =) MAXEF
k=1
Pour tout élément Y de F', comme Y est combinaison linéaire de A1 X,..., A, X et comme F est
stable par combinaison linéaire, MY € F.

Donc ’F est stable multiplication a gauche par M. ‘

D’apres les questions 2)b), et 2)c), ensemble «7p des endomorphismes d’un espace vectoriel de
dimension n qui stabilisent un méme sous-espace vectoriel non trivial F' est de dimension au plus
n? —n+1.
e Dans les notations précédentes, supposons qu'il existe X € .4, 1(R) tel que F' = Vect(41 X, ..., A, X)
soit un sous-espace non trivial de ., ,,(R).
Comme les éléments de <77 (identifiés & des éléments de L(.#, 1(R)) stabilisent F, ils appartiennent
A /p. On a donc &1 C .
Ainsi

dim .« = dim @7 < dimap < n?—n+1

e Sinon, on a pour tout X € .4, 1(R), F'= {0} ou F' = #,1(R).

Comme r > 1 (car &7 est différente de .4, (R), et comme A; n’est pas nulle (car (A4i,...,A;) est
libre), il existe X € ., 1(R) telle que A1 X # 0 et donc telle que F' # {0}.

Pour un tel X, on a donc 4, 1(R) = F = Vect(A1 X,...,A.X) donc r > n et par conséquent

d=n>—r <n —ngnz—n—i—l

Dans tous les cas, d < n2—n+1 ‘

Enfin, par la partie I, il existe une sous-algebre stricte de .#,(R) de dimension n? —n + 1 : il suffit
de considérer 'algebre des matrices qui stabilisent une droite ou un hyperplan de ., 1(R).

Donc |n? — n + 1 est la dimension maximale des sous-algebres strictes de ., (R).




