MP?2 Correction d’exercices 2024 — 2025

Exercice 166 (fin)
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finien > 2. Soit f € £ (E) tel que f o f = —id.

1. Montrer que I’application

CXE — E
(4,x) +— ax+Dbf(x) oua=Re(d), b=Im(1)

confére a E une structure de C-espace vectoriel.
Montrer qu’il existe une base % de E telle que la matrice de f dans la base # soit

A 0 0
0 A 0 :
0 .0
0o --- 0 A

(0 -1
ouA= ( 1 0 )
2. Réciproquement, montrer que sin est pair, il existe f € £ (E) tel que f* = —id.

Correction :

1. Pour A € Cetx € E, notons A.x = ax+bf(x) ou A = a+ib avec a, b des réels. Vérifions que E (avec
son addition et cette loi externe) est un C-espace vectoriel.

— On a encore (E, +) qui est un groupe abélien
— SoitA=a+ibeCetx,y €L,

Alx+y)=alx+y)+bf(x+y) =ax+bf(x)+ay+bf(y) = Ax+ Ay
— SoitA=a+ibeCpu=c+ideCetxcE,

A+px=(a+c)x+(b+d)f(x) =ax+bf(x)+cx+df(x) = Ax+pux
— SoitA=a+ibeCpu=c+ideCetxcE,

A(pux) = a(ex +df(x)) + bf(cx +df(x)) = acx + adf (x) + bef(x) + bdf?(x)
or
(Ax p).x = (ac — bd)x + (ad + be) f (x)

Comme f? = —id, on a bien A.(p.x) = (A X p).x.
On a bien montré que E pouvait étre muni d'une structure de C-espace vectoriel. Soit (ey, ..., e,)
une base de E pour la structure de C-espace vectoriel. Montrons que (ey, f(e1), ..., ep, f(e,)) est
une base de E pour la structure de R-espace vectoriel.

— Génératrice : soit w € E, par définition, il existe A,...,4, € Ctelsque w = Aj.e;+---+1,.ep.
Pour tout k € [[1, p]] on pose a; = Re(Ax) et by = Im(Ax). On a alors

w=aje; +bif(e) +---+aye, +b,f(e,) € Vect(ey, f(e1),...,ep, f(ep))



— Libre : En procédant de méme une R-relation de dépendance linéaire non triviale sur les
vecteurs (ey, f(e1), ..., ey, f(ey)) permet de construire une C-relation de dépendance linéaire
non triviale sur les vecteurs (ey, ..., ep). On en déduit que la famille (ey, f(e1), ..., ep, f(ep))
est libre.

On a obtenu qu’il existait une base de E de la forme (ey, f(ey),...,ep, f(ep)). Dans cette base, la
matrice de f est de la forme cherchée.

2. On suppose que E est de dimension pair n = 2p. Soit (ey, ..., e,) une base de E. On considere
I'application f définie par sur la base par

€1 si i est impair
fiem—

—ej_1 sinon

On vérifie aisément que f o f = —id.
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