MP2 Formule de Stirling - Corrigé

2024 - 2025

Partie | :

1.  (a) Pour tout entier n > 2, par téléscopage,

Zkln(k) —(k-1DIn(k-1) =nlnn—1ln1=nlnn
k=2

(b) Pourn > 2,

Zlnk—Zkln(k) — (k=1 1In(k - 1)

k=2 k=2
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2. Pour k — +o0
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3.0 (k=D In(1-2)+1-— desort L et
. 1 posSe o = - n - - — — de sorte que oy ~ —< € ue
pose a > - que a ~ — et g

(k—l)ln(l—%) —1+%+ak

On en déduit que

n

ln(n!)—nlnn:Z 1+—+a'k——(n—1)+2—+2ak

k=2

Donc, pourn > 2

n n
1
ln(n!):nlnn—n+1+zi+2ak
k=2 k=2

4. (a) Comme (a) ~ # et que la série de Riemann ), k—lz est convergente, par comparaison pour les
séries a termes positifs, la série ) a; converge. Si on note S sa somme on a donc pour n > 2,

> o =S+o(1).
k=2
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En utilisant la propriété donnée dans la question,
1
In(n!)=nlnn-n+1+ E(lnn+y— 1)+S+o0(1)

On en déduit que

In(n!) - (n + %) In(n) +n = YTH +S+0(1)

et donc, en posant C = %1 +S,

(ln(n!) — (n + %) In(n) + n) —C

(b) En prenant I’exponentielle et en notant K = exp(C), on a
e (l(')(+1)l()+) K
———=exp|In(n!) — {n+ = |In(n) +n| —
n"e "\/n P 2
et donc
n! ~ Kn"e "vn
Partie Il :
1. (a) Onaly=7%etl = [—COSt]g/Z =1.
(b) Pourn > 0,

/2
Ly = / sint X (sint)"*!dt
0

/2
0

/2
[—cost x (sint)™'| "+ (n+1) / cos®t x (sin t)"dt
0

/2
(n+1) / (1 —sin®t) x (sint)"dt
0
(n+ 1), — (n+ 1),y

n+1
n+2

On en déduit (n + 2)I,4, = (n+ 1)1, puis que L42 = L,

(c) Par une récurrence immédiate on a pour p > 0,

2p—1 2p—1 2p-—3 1
Iy = P X Ipo = = P X P X =1
2p 2p 2p-2" 2
et donc )
P p
]—[ 2k — 1 ﬂk
L = k= T k=1 m_ (@p)m
T p 2 (p \22  (2rp)22
H 2k 2%
k=1 k=1
De méme,
2P p!)?
IZp+1 ( P)
(2p+1)!
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2. (a) Pour tout entier naturel n,

/2 /2
Iy — I, = / (sin t)"! — (sint)"dt = / (sint —1)(sint)"dt < 0
0 0

car pour t € [0, 7], (sint — 1)(sint)" < 0.
La suite (I,,) décroit.

(b) La formule trouvée en 1.b) montre que

In+2 n+l
= — 1
I,  n+2noo

et donc I, ~ I,,49.
En utilisant maintenant la décroissance de la suite (1),

In+2 < In+1 < In

En divisant par I,, > 0,

In+2 < In+1 <1
I, I,

In+1

—> 1letdonc 41 ~ I

n—oo

Par le théoréme d’encadrement,
n

(c) On pose 0, = (n+ 1), 1,41.
Pour tout entier naturel n,

n+1
One1 = (04 2)Lny1lne = (n+ 2) [y X mfn =0,

La suite (6,) est constante égale a 6 = [,.I; = z.
. 2

2(n+1)

En utilisant la question précédente, on a donc

On en déduit que I,.I4+1 =

V4 T

2(n+1) " on

Is ~ In-In+1 ~

|
En prenant la racine carrée et en utilisant que I, est positif, on obtient que I, ~ o
n

3. Reprenons la formule trouvée pour I, en remplacant les factorielles avec la formule obtenue en fin de
la partie I

o @p)t o x K@p)Te N VIpr oz
T (2p)22 (K2pprePyp)? 2 Kp 2 Ky2p

En reprenant I’équivalent trouvé a la question précédente,

T T
Kvep  ~ap

On en déduit que la constante K de la question 4.b) de la partie I vaut V2.
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