
MP1 Devoir surveillé no 5 2023 - 2024

On désigne par F l’ensemble des fonctions réelles f définies et continues sur R+ et telles que x 7→ e−x(f(x))2

soit intégrable sur R+.
On note E le R-espace vectoriel des fonctions polynômiales réelles définies sur [0,+∞[ et pour tout n ∈ N,
on note En le sous-espace formé par les fonctions ponynômiales de degré inférieur ou égal à n.
Pour tout naturel n, on note ϕn et Ln les fonctions de R+ vers R définies par

∀x ∈ R+, ϕn(x) = xne−x et Ln(x) = exϕ(n)
n (x)

Première partie

1) Soit (f, g) ∈ F 2. Montrer que x 7→ e−xf(x)g(x) est intégrable sur R+.

2) a) Etablir que F est un R-espace vectoriel.

b) Montrer que

(f, g) 7→ (f |g) =

∫ +∞

0
e−xf(x)g(x)dx est un produit scalaire sur F

Dans la suite, on note ||.|| la norme euclidienne associée.

3) a) Montrer que E est inclus dans F .

b) Calculer pour tout naturel n l’intégrale In =

∫ +∞

0
e−xxndx =

∫ +∞

0
ϕn(x)dx.

Dorénavant, on identifiera chaque polynôme avec la restriction de sa fonction polynômiale à R+.

4) a) Calculer L0, L1, L2 et L3.

b) Soit n ∈ N. En utilisant la règle de Leibniz, déterminer Ln et montrer que c’est un élément de E :
on précisera le degré de Ln et le coefficient an,k de xk dans l’expression de Ln.

On vérifiera que
an,n = (−1)n, an,n−1 = (−1)n−1n2 et an,0 = n!

(et on vérifiera la cohérence avec les calculs de a) !)

5) a) Montrer que pour tout k < n, ϕ
(k)
n (0) = 0.

b) Donner un équivalent de ϕ
(k)
n (x) quand x tend vers +∞ (n et k fixés).

c) Soit m,n ∈ N avec m < n.

En écrivant (Lm|Ln) =

∫ +∞

0
Lm(x)ϕ(n)

n (x)dx, montrer que (Lm|Ln) = −
∫ +∞

0
L′m(x)ϕ(n−1)

n (x)dx.

Itérer le procédé (en justifiant) et en déduire la valeur de (Lm|Ln).

d) Par le mème procédé (on ne demande plus de justifier), exprimer (Ln|Ln) en fonction de In (calculé
en I-3)b)) puis de n.

6) En déduire que, pour tout n ∈ N, la famille

(
Lk
k!

)
06k6n

est une base orthonormale de En.
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7) Soit n ∈ N et Pn définie par : Pn = Ln+2 + (X − 2n− 3)Ln+1.

a) Montrer que Pn ∈ En.

Ainsi, Pn se décompose sur la base orthonormale

(
Lk
k!

)
06k6n

de En : Pn =

n∑
k=0

αk
Lk
k!

; rappeler

la valeur des αk en fonction du produit scalaire.

Le but des questions suivantes est de déterminer les αk.

b) Montrer que pour tout Q ∈ En, (Ln+1|Q) = 0.

c) Justifier que pour tout couple (R,Q) d’éléments de E2, on a : (X . Q|R) = (Q|X . R). En déduire
que (X Ln+1|Lk) = 0 pour k 6 n− 1.

d) En déduire que ∀n > 1, ∀k ∈ {0, . . . , n− 1}, (Pn|Lk) = 0 et donc les valeurs de α0, . . . , αn−1.

e) Il reste donc à calculer αn : montrer que Ln+1 +X Ln appartient à En ; en déduire, en utilisant
judicieusement certaines des questions précédentes, la valeur de αn.

En déduire, pour tout n ∈ N :

Ln+2 + (X − 2n− 3)Ln+1 + (n+ 1)2Ln = 0

8) Dans cette question, n désigne un élément fixé de N.

a) Etablir : Ln+1 = XL′n + (n+ 1−X)Ln (On pourra remarquer que ∀x ∈ R+, ϕn+1(x) = xϕn(x)
et utiliser la règle de Leibniz).

b) En utilisant la relation du I-7)e) et ce qui précède, montrer que Ln est une solution sur [0,+∞[
de l’équation différentielle

(εn) x z′′(x) + (1− x)z′(x) + n z(x) = 0

9) Cette question a pour objet de montrer que les zéros de Ln sont réels et strictement positifs lorsque
n > 1.
Soit n > 1, on désigne par Zn l’ensemble des zéros réels de Ln, appartenant à ]0,+∞[ et d’ordre de
multiplicité impair.

a) Ecrire la décomposition de Ln en facteurs irréductibles de R[X]. On isolera les facteurs corres-
pondant aux éléments de Zn.

Montrer que si Zn est vide alors Ln est de signe constant au sens large sur [0,+∞[.

En considérant (L0|Ln), montrer que Zn est non vide.

b) Soit donc Zn = {u1, u2, . . . , um} avec 1 6 m 6 n et u1 < u2 < . . . < um.

On pose Sn =
m∏
k=1

(X − uk). En considérant (Sn|Ln), montrer que l’hypothèse m < n conduit à

une contradiction, et en déduire que m = n.

c) Déduire de ce qui précéde que les zéros de Ln sont tous réels, simples et appartiennent à ]0,+∞[.

Deuxième partie

Pour tout réel a, on définit fa par : ∀x ∈ [0,+∞[, fa(x) = e−ax.

1) Déterminer la partie D de R telle que a ∈ D ⇐⇒ fa ∈ F .

2) Soient n ∈ N, a ∈ D.

a) i) Montrer que pour tout k ∈ N, (Lk|fa) = ak
∫ +∞

0
xke−(a+1)xdx (on refera une suite d’intégrations

par parties comme dans la question I-5)c), qu’on justifiera très succintement ).

ii) En utilisant I-3)b) et un changement de variable, en déduire que

(Lk|fa) = k!
ak

(1 + a)k+1
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b) En déduire l’expression du projeté orthogonal de fa sur En, noté Sn,a, en fonction des Lk (on

rappelle que, d’après I 6) , la famille

(
Lk
k!

)
06k6n

est une base orthonormale de En).

c) Calculer ‖fa‖2.
d) Calculer ‖Sn,a‖2 ; déterminer lim

n→+∞
‖Sn,a‖2.

e) Montrer que ∀n ∈ N, ||fa||2 = ||Sn,a||2 + ||fa − Sn,a||2.
En déduire que la suite (Sn,a) converge vers fa dans F muni de la norme euclidienne ||.|| associée
au produit scalaire (·|·).

3) Soit λ ∈ [0,+∞[ fixé. On considère la série entière selon les puissances de t
∑
n>0

Ln(λ)

n!
tn .

On note Rλ son rayon de convergence et Gλ sa somme.

a) Montrer que t 7−→ Gλ(t) =
+∞∑
n=0

Ln(λ)

n!
tn est solution de l’équation différentielle :

(Eλ) : (1− t)2 y′(t)− (1− t− λ)y(t) = 0 sur ]−Rλ, Rλ[

(inutile ici d’utiliser les coefficients an,k, il suffit d’utiliser la relation du I-7)e)).

b) Résoudre (Eλ) sur ]−∞, 1[ et en déduire l’expression de t 7−→ Gλ(t) sur ]−Rλ, Rλ[∩]−∞, 1[.

4) Une première minoration de Rλ

a) Montrer que pour tout n ∈ N, |Ln(λ)| 6 n!(1 + λ)n

b) En déduire un minorant strictement positif de Rλ.

5) Une meilleure minoration de Rλ.

Soit f :] − 1, 1[→ C une fonction développable en série entière sur ] − 1, 1[ et (bn)n>0 la suite des
coefficients de sa série de Taylor. Soit t ∈]− 1, 1[. On a donc f(t) =

∑∞
n=0 bnt

n.

a) Justifier que pour tout p ∈ N,

(f(t))p =
∑

(n1,...,np)∈Np

bn1 . . . bnpt
n1+...+np

(on justifiera notamment que le membre de droite est bien la somme d’une famille sommable)

b) Montrer que la famille
(
bn1 ...bnp t

n1+...+np

p!

)
p∈N, (n1,...,np)∈Np

est sommable

c) En déduire que exp ◦f est développable en série entière sur ]− 1, 1[.

d) Montrer que Rλ > 1

6) Soit a ∈ D ; en utilisant ce qui précède, démontrer que la suite de fonctions (Sn,a)n∈N converge
simplement sur [0,+∞[ vers fa.
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