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Exercice |

1) Etude des fonctions U et V.

a) Soit x € R%. On note ¢, : t — # et Py 1t — ¢ t_eit qui sont définies et continues sur ]0, +o0].

Au voisinage de 0. On a

e —e ' 1—ter—(1—t)+o(t)
t B t

¢z(t): :1_‘T+0(1)

Cela montre que la fonction ¢, est prolongeable par continuité en 0 en posant ¢,(0) = 1 — z, elle est donc

intégrable sur [0,1]. De méme,

et —e't 14 ite — (1+it) + o(t)
t t

Ya(t) = =i(z = 1) +o(1)

Cela montre que la fonction 1, est prolongeable par continuité en 0 en posant ¥,(0) = i(z — 1), elle est
donc intégrable sur [0, 1].

On en déduit que pour tout r € Ry, les fonctions ¢, et 1, sont intégrables sur [0,7]; les fonctions U et V
sont définies sur R} x R.

b) Soit x € R, comme ¢, et 1), sont continues, d’apres le théoreme fondamental de l'analyse, les fonctions
r U(x,r) et v — V(x,7) sont de classe €*. De plus

ou ov
Vr e R, W(x’r) = d)m(r) et E(xvr) = T;Z)z(r)

2) Calcul de Uintégrale u(z) pour x > 0.

a) Soit x € R%, la fonction ¢, est continue sur [0, +oo[. De plus

20, (t) = te ™ —te”t —
9u(t) = te €58 0
1
Cela montre que ¢, (t) = 9 (7). Comme la fonction ¢ — e est intégrable sur [1, 4+o00[ la fonction ¢, aussi.
o0
Finalement u(x) est bien définie.
b) Appliquons le théoréme de caractére €' des intégrales & parametres. Notons pour cette question

e—tm _ e—t

¢ (1) = du(t) = P
i) Pour tout x > 0, la fonction ¢ — ¢(z,t) est continue (par morceaux) sur |0, +oo|
ii) Pour tout x > 0, la fonction ¢ — ¢(x,t) est intégrable sur ]0, +oo].

i4i) Pour tout t €]0, +o0[, la fonction z — ¢(x,t) est de classe € et

_4,—tz
Vo € R%,Vt € RY, %(I,t) - tet

— 7671530

De plus la fonction (z,t) — —e ™' vérifie les hypotheses du théoréeme de continuité des intégrales a
parametres.
«) Pour tout z > 0, la fonction ¢ — —e ™' est continue (par morceaux) sur ]0, +oo|

t

B) Pour tout ¢t > 0, la fonction x — —e™** est continue sur |0, +oo.

~) Domination locale : pour tout a > 0,
Vz € [a,+oo[,Vt € R | —e ™| < e7™

Or t — e~ est continue sur [0, +o0[ et et = 9 (7). On en déduit que ¢ — e~ est intégrable
o0
sur |0, +oo[ comme en 2.a)

On en déduit que u est de classe € sur ]0, +oo[ et pour = €]0, +o0],

+o0 R
1
Y QR ol
0

T 1o




¢) On déduit de la question précédente qu’il existe une constante C' € R telle que
u:x— —In(z)+C
En remarquant que pour z = 1, la fonction ¢ — ¢(1,t) est la fonction nulle, on obtient que u(1) = 0 et donc

C=0.
Finalement ’u sz — —In(z) ‘

3) Calcul de l'intégrale v(x) pour x > 0.
a) Soit 2 € R*. Appliquons le théoréme de caractere ¢! des intégrales & parametres. Notons pour cette question

it

a:(rt) e ™

ol « est définie sur Ry x [0, Z].
i) Pour tout 7 > 0, la fonction ¢ — a(r,t) est continue (par morceaux) sur [0, 7]
i4) Pour tout r > 0, la fonction ¢ — a(r,t) est intégrable sur [0, 7] car elle est continue sur un segment.

ii) Pour tout t € [0, 5], la fonction r — a(r,t) est de classe €' et

it

™ 5‘a . —it _—xre”
Vr e Ry, Vt €0, 5], %(r,t) = —xe e

&%
(r,t) vérifie les hypotheéses du théoréme de continuité des intégrales a

De plus la foncti t) —
e plus la fonction (r,t) o

parametres.
5]

Oa
«) Pour tout r € R0, la fonction t — 8—(7“, t) est continue (par morceaux) sur [0, 3
x

0
) Pour tout t € [0, 7], la fonction r — a—z(r, t) est continue sur R,.

~) Domination :
—it j—xre”

—re e < xe—xrcos(t) <z

Vr e Ry, Vt e [O,g},

De plus t — x est intégrable sur [0, 7.
On en déduit que 7+ ¢(z,7) est de classe € sur [0, +o0[ et pour r € [0, +-o0],

e = |

—it 7:m'e_itdt _ |:_1ewre_it:| _ i (efwr o e:m‘i)
" -

[N

T —it
—re zte xre dt

Pour r #£ 0,

—xe e
7 0 r

= [

b) Soit z € R%, la fonction A : 7+ U(z,r) — V(z,7) est de classe € sur Ry et sa dérivée est

S—
[SE]

et pour r =0,

[NE]

—ze Hdt = [E,efit] ? E(—z -1
7 0 i

-Tr

—rx ire ir
e —e " —e""+e .
sir#0

ou ov

Alr)==—(z,7) — —(z,7) = r
)= () = o) 1—z—i(z—1) sir=0

Soit « € R%, la fonction B : r +— ip(z,7) — ip(1,7) est de classe €' sur Ry et sa dérivée est

—rx xri —r i
e —e —e " +e .
sir#0

B'(r) = i%(x,r) —ig—@(l,r) = " "
r r f(—i—l)—g(—i—l)=1—$—i($_1) sir=20

Cela montre que pour tout r € Ry que A’(r) = B’(r). De plus, pour r = 0,
v

A(0) =U(z,0) = V(z,0) =0 et B(0)=1ip(x,0) —ip(1,0) = zg - 25 =0

On en déduit que pour tout (z,r) € R} x R,
U(JT,T) - V(Z‘,T) = zw(x,r) - ’L(p(l, T‘)



c) Soit x € R%, pour tout r € Ry,

it

2 - z
|S0($,’/‘)| g / ‘efrcre dt :/ €7mTCOStdt
0 0

En appliquant la version continue du théoreme de convergence dominée montrons que

lim ? e T costdt =0
r—+00 0
On pose pour 7 € Ry et t € [0, 5], B(r,t) = e—xreost
i) Pour tout r > 0, la fonction ¢ — S(r,t) est continue (par morceaux) sur [0, 7]

i) Pour tout t € [0, 5],

lim e—xrcost — 0 sit 7& %
r—+00 1 sinon
On pose 7y :t +— 0 sit#3 ui est continue par morceaux sur [0, Z]
posey: 1 sinon d P T2

i41) Domination : Pour tout ¢ € [0, 7] et tout € R%, |#(r,t)| < 1. La fonction ¢ +— 1 est intégrable sur
0.5
On en déduit que

: 2 —xrcost _ E _
7-115?00 ; e dt = /0 ~y(t)dt =0
Cela montre que lim ¢(z,r) =0
r——400
d) Soit > 0. En utilisant la question 3.b) on obtient que pour r € R,
V(z,r) =U(z,r) —ip(x,r) +ip(l,r)

En faisant tendre r vers +oo on obtient que 'intégrale v(z) converge et que

v(z) = lim V(z,r)= lim U(z,r)=u(z) =—In(x)

r——4o00 r——4o00

Exercice |l

2 2
Fz) = F(0) + F'(0)a + F"(0) 5 +a%e(a) = f(0)a + f'(0) 5 +2€(x)
ou € est une fonction de limite nulle en 0.
2) Pour he R* et keR:
Glhy+k) = 3(F(hy+ k)~ F(R)
h? k)2 h?  h?
= (rnt+ k) + 702y ke 18 - 00n - 7O - L)
h k)2 h h
= OB+ POMEE ket + ) - £0) - O - Len)
= FO)y — 1) + @(h k) + || (h, k)|, k)
FO) - 1)
p(h, k) = = ——h + F(O)k
° h 2k + k2 1
_ / Y _ -
1) = i (O 4 ety + 1) - 5e)
© est linéaire et u tend vers 0 en (0,0) car :
(h, k) — W est bornée (par exemple prendre ||.|| = ||.||cc €t encadrer W par —1 et 1).

— Oet k —
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0)



3) Prolongeant G en G par (0,5) — f(0)(y — 1) pour tout réel y et u en i par (0,k) — 0 pour tout réel k,
la fonction G admet encore un développement limité d’ordre 1 en (0,y) pour tout réel y (le méme que celui de
G, en remplagant p par fi).
De plus G est différentiable sur R* x R ”par opérations sur les fonctions différentiables”. Donnons des arguments
plus rigoureux (pas siir que cela paie aux concours) :
F est dérivable
(z,y) — z, (z,y) — y dont différentiables (linéarité)
(z,y) — xy est différentiable (bilinéarité)
t— % est dérivable sur R*.
Ainsi G est différentiable sur R2.



