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1. Donner les développements en séries entières au voisinage de 0 de x 7→ ln(1+x) et x 7→ ch (x).

— ∀x ∈]− 1, 1[, ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
+ · · · =

∞∑
k=1

(−1)k−1x
k

k

Le rayon de convergence est R = 1.

— ∀x ∈ R, ch (x) = 1 +
x2

2
+

x4

4!
+ · · · =

∞∑
k=0

x2k

(2k)!

Le rayon de convergence est R = +∞.
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2. On pose an =

∫ π
4

0

(tan t)ndt.

(a) Montrer que pour tout entier n, an+2 + an =
1

n+ 1
.

Soit n ∈ N,

an+2 + an =

∫ π
4

0

(1 + tan2 t)(tan t)ndt =

[
(tan t)n+1

n+ 1

]π
4

0

=
1

n+ 1
.
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(b) Calculer a0 et a1

a0 =
π

4
et a1 =

∫ π
4

0

tan(t)dt = [− ln(cos t)]
π
4
0 = − ln

(
1√
2

)
=

ln 2

2
.
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(c) On admet que la série entière
∑

anx
n a un rayon de convergence égal à 1 et on note pour

x ∈] − 1, 1[, f(x) sa somme. Déterminer f(x) en utilisant a). L’expression trouvée pourra
faire apparaitre a0 et a1 que l’on calculera si on a le temps.

Soit f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n définie sur ]− 1, 1[. On a

f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n

= a0 + a1x+
+∞∑
n=0

an+2x
n+2

= a0 + a1x+
+∞∑
n=0

1

n+ 1
xn+2 −

+∞∑
n=0

anx
n+2

= a0 + a1x− x ln(1− x)− x2f(x)

On en déduit que

f(x) =
a0 + a1x− x ln(1− x)

1 + x2
.

Remarque : On peut montrer que le rayon de convergence vaut 1 en voyant que (an)
est décroissante donc

2an+2 ⩽ an + an+2 =
1

n+ 1
⩽ 2an

Donc pour n ⩾ 2 :
1

2(n+ 1)
⩽ an ⩽ 1

2(n− 1)
.

Finalement, an ∼ 1

2n
et donc R = 1.
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